JAN DE WITT
ELEMENTA CURVARUM
LINEARUM LIBER PRIMUS

TEKST, VERTALING, INLEIDING EN COMMENTAAR
DOOR A'W. GROOTENDORST



CWI Publications

Managing Editors

K.R. Apt (CWI, Amsterdam)

M. Hazewinkel (CWI, Amsterdam)
J.M. Schumacher (CWI, Amsterdam)
N.M. Temme (CWI, Amsterdam)

Executive Editor

M. Bakker (CWI Amsterdam, e-mail: Miente.Bakker@cwi.nl)

Editorial Board

W. Albers (Enschede)

M.S. Keane (Amsterdam)

J.K. Lenstra (Eindhoven)
P.W.H. Lemmens (Utrecht)
M. van der Put (Groningen)
A.J. van der Schaft (Enschede)
H.J. Sips (Delft, Amsterdam)
M.N. Spijker (Leiden)

H.C. Tijms (Amsterdam)

cwi

P.O. Box 94079, 1090 GB Amsterdam, The Netherlands
Telephone + 31-205929333

Telefax + 31-20592 4199

URL http://www.cwi.nl

CWIlis the nationally funded Dutch institute for research in Mathematics and Computer Science.



LN

Jan de Witt (1625 - 1672)

Adriaen Hanneman (1601 - 1671) pinxit.
Bron: Museum Boijmans Van Beuningen, Rotterdam



JAN DE WITT
ELEMENTA CURVARUM
LINEARUM LIBER PRIMUS

TEKST, VERTALING, INLEIDING EN COMMENTAAR
DOOR AW. GROOTENDORST



Inhoud

Voorwoord

1. Inleiding

2.  Samenvatting

3. Tekst en vertaling

4. Aantekeningen bij de vertaling
Appendix I

Appendix IT

Literatuur

14

35

214

259

265

284



Voorwoord

Het boek dat voor u ligt, bevat de originele tekst in het Latijn met een vertaling—
in het Nederlands—van het eerste deel van een tweedelig werk uit de zeventiende
eeuw van de hand van de Raadpensionaris Jan de Witt, getiteld Elementa Cur-
varum Linearum.

Dit eerste deel (Liber Primus) is de planimetrische inleiding tot het tweede
deel (Liber Secundus) dat wel geldt als het eerste leerboek van de analytische
meetkunde. Centraal in dit eerste deel staan zeer eigen definities van de parabool
en de hyperbool, een destijds al bekende definitie van de ellips alsmede een aantal
eigenschappen die daaruit voortvloeien. De uitgave van dit werk, waarom het
hier nu gaat, bevat echter meer dan alleen tekst en vertaling.

In de Inleiding is het werk van Jan de Witt geplaatst in de context van zijn
tijd. Degene die daarna een snel overzicht wil krijgen van de inhoud wordt ver-
wezen naar de Samenuvatting, die een volledig beeld geeft van de voorkomende
stellingen, echter zonder bewijs. De Latijnse tekst wordt geflankeerd door een
zo getrouw mogelijke vertaling in het Nederlands, die toegelicht wordt enerzijds
door Kanttekeningen van Jan de Witt zelf, die men in een afzonderlijk hoofd-
stuk aantreft, maar ook door een afzonderlijk hoofdstuk Aantekeningen bij de
vertaling, van de hand van de vertaler. Het geheel wordt aangevuld door twee
Appendices, die iets vertellen over de ontwikkeling van de kegelsneden in de
Griekse Oudheid. Een Literatuuropgave besluit het boek. Het is de bedoeling
dat dit werk gevolgd wordt door een soortgelijke uitgave van het tweede deel,
Liber Secundus van de Elementa Curvarum Linearum.

Een vraag die al spoedig opkomt is deze: ‘voor wie is deze uitgave bedoeld?’
In de eerste plaats is gedacht aan degenen die zich beroepshalve bezighouden
met de geschiedenis van de wiskunde, maar natuurlijk ook aan alle wiskun-
digen die daarin geinteresseerd zijn. Hiertoe zullen ook studenten behoren,
aan universiteiten of aan lerarenopleidingen, misschien ook zelfs leerlingen van
VWO-scholen. De wiskunde waarom het gaat is namelijk elementair en over-
stijgt niet wat een VWO-leerling kan begrijpen. Delen uit dit werk zouden voor
gymnasiasten een goede gelegenheid kunnen zijn hun kennis van het Latijn te
combineren met de wiskunde. Onder goede begeleiding zou dat mogelijk moe-
ten zijn en in het kader van de nieuwe onderwijsprofielen (misschien in een blok
‘Cultuur en Maatschappij’) zou mij hier een experiment de moeite waard lijken.

Nu na een plezierige periode van voorbereiding dit werk verschijnt, is het
mij een groot genoegen een aantal mensen te bedanken voor de hulp die zij
boden. Daar is in de eerste plaats mijn dank aan het Centrum voor Wiskunde
en Informatica-in de persoon van dr.ir. G. van Oortmerssen—voor de bereidheid
dit werk te willen uitgeven. Mijn grootste dank gaat echter uit naar de heer
W.A.M. Aspers zonder wiens hulp dit werk nooit de vorm gekregen zou hebben
die het nu heeft. Dankzij zijn grafische kennis, zijn voortdurende belangstelling
en intensieve daadwerkelijke medewerking, kon dit resultaat bereikt worden.



Ook vermeld ik graag de vele hartelijke gesprekken die wij voerden.

Helaas kwam er tijdens het persklaar maken van dit boek een ogenblik
waarop de heer Aspers zijn werk moest neerleggen wegens verandering van werk-
zaamheden. Tot mijn grote vreugde was dr. M. Bakker bereid het werk van de
heer Aspers aan dit boek voort te zetten. Met grote voortvarendheid en des-
kundigheid wist hij binnen korte tijd deze uitgave voor de pers gereed te maken.
Hiervoor ook hem mijn grote dank.

Wat betreft de materiéle realisatie van het boek: veel dank aan de toegewijde
Josi Foe, die met onverflauwde inzet steeds weer-zonder morren—nieuwe versies
uit de tekstverwerker te voorschijn haalde en aan de heer R.T. Baanders die
de mooie tekeningen en de bijzonder fraaie omslag verzorgde. Dank ook aan
degenen die de produktie, het drukken en binden, op zo voortreffelijke wijze
uitvoerden.

Mijn dank geldt ook ir. G.M.M. Mensink en drs. L.M. Pertijs, beheerders
van het Trésor van de Technische Universiteit Delft, die mij vaak toegang ver-
leenden tot zeldzame drukken en de bijzonder fraaie kopie verschaften van de
originele tekst van het werk van Jan de Witt, die aan deze uitgave ten grondslag
ligt.

Dan zijn er vakgenoten die mij met advies terzijde stonden. Met veel dank
vermeld ik de namen van prof.dr. H.J.M. Bos, dr. J.P. Hogendijk en dr. J.A.
van Maanen voor het meelezen van delen van dit werk en het maken van zeer
deskundige opmerkingen daarover, die zonder uitzondering tot verbetering leid-
den. In het bijzonder noem ik ook mijn studievriend en collega prof.dr. W.
van der Meiden die het gehele manuscript nauwgezet doorlas en daarbij niet
alleen bijzonder waardevolle inhoudelijke opmerkingen maakte, maar ook veel
redactionele correcties aanbracht. Dank ook aan mijn dochter Eline, die veel
passages doorlas en daarbij adviezen gaf op het gebied van lay-out, zinslengte
en het voorkémen van al te erge archaismen.

Tot slot dit: het werk waarvan de vertaling voor u ligt, is destijds verschenen
dankzij de bemiddeling en medewerking van Frans van Schooten jr., die grote
waardering had voor de prestatie van Jan de Witt. In een brief, gedateerd 4
oktober 1658, schrijft hij dan ook aan De Witt:

‘dat ick getracht hebbe iets fraeys, dat anderszins noch langen tijt
soude achtergebleven ofte vergeten sijn geweest, te helpen aen den
dach te brengen’.

Bij deze woorden sluit ik mij gaarne aan.

Den Haag, 31 januari 1997 A.W. Grootendorst

ii



1. Inleiding

0. Vrijwel iedere Nederlander weet dat Jan de Witt (1625-1672) Raadpensio-
naris van de Staten van Holland was en dat hij—zoals de geschiedenisboeken
dat plegen te formuleren—in 1672 door het Haagse grauw op afschuwelijke wijze
is vermoord, tezamen met zijn broer Cornelis (geb. 1623). De plaats was het
Groene Zoodje (tegenwoordig Plaats) in Den Haag, de datum 20 augustus van
dat jaar.

Bij velen is hij ook bekend als auteur van de Calculatie van de Waardye
van Lijf-renten Naer proportie van Los-renten waarmee hij in 1671 zijn naam
als grondlegger van de levensverzekeringswiskunde vestigde. Slechts weinigen
kennen hem als zuiver-wiskundige die met zijn—in het Latijn gestelde-boek FEle-
mente Curvarum Linearum het eerste leerboek van de analytische meetkunde
schreef. Dit werk bestaat uit twee delen: Liber Primus en Liber Secundus.

De kern van het voor u liggende werk wordt gevormd door de oorspronke-
lijke Latijnse tekst van het eerste deel en de vertaling daarvan, vergezeld van
bijbehorende verklarende aantekeningen. Enkele appendices, deze inleiding, een
samenvatting en een literatuurlijst completeren het geheel.

1. In 1637 verscheen in Leiden-het Bolwerk van de Vrijheid—bij de drukkerij
van Jan Maire het eerste gedrukte werk van René Descartes, getiteld Discours
de la Méthode pour bien conduire sa raison et chercher la vérité dans les scien-
ces, gevolgd door drie appendices, Essais genoemd en getiteld: La Dioptrigue,
Les Météores en La Géométrie. De naam van de schrijver wordt daarbij niet
vermeld. De derde toevoeging, La Géométrie, betekende niets minder dan een
revolutie in de beoefening van de wiskunde; hierin werd namelijk de (letter)-
algebra toegepast in de meetkunde, waardoor de weg vrijgemaakt was voor
datgene wat wij nu kennen als analytische meetkunde.

2. Tot degenen die direct al gefascineerd raakten door dit werk, behoorde onze
landgenoot Frans van Schooten de Jongere (1615-1660), die in 1646 zijn vader-
Frans van Schooten de Qudere (15817-1645)-zou opvolgen als hoogleraar in de
‘Nederduitsche Mathematique en Wiskunde’ aan de ingenieursschool die verbon-
den was aan de Leidse Universiteit. Met ‘Nederduitsche Mathematique’ wordt
bedoeld wiskunde die van belang was voor landmeters en militaire ingenieurs;
deze werd in de landstaal gedoceerd.

Van Schooten zag het belang van de Géoméirie in, maar vond dit boek
moeilijk. Het was waarschijnlijk ook de bedoeling van Descartes geweest om
zijn geschrift moeilijk toegankelijk te houden. Zelf schrijft hij:

‘Je ne m’arréte point d expliquer ceci plus en détail, d cause que je
vous oterois le plaisir de Iapprendre de vous mémes et Uutilité, qui
est & mon avis la principale qu’on puisse tirer de cette science’.



Het resultaat van grondige bestudering van de Géométrie, waarbij Van Schooten
ook vele collega’s betrok, was dat hij besloot dit werk, dat in het Frans geschre-
ven was en daardoor voor velen minder toegankelijk, te vertalen in de Lingua
Franca van de geleerde wereld uit die tijd: het Latijn.

3. De eerste editie van deze vertaling verscheen in 1649—eveneens bij Jan Maire-
onder de titel , die wij hier beknopt weergeven: Géométria, a Renato Des Cartes
Anno 1637 gallice edita, nunc eutem cum Notis F. de Beaune......in linguam
Latinam conversa et commentariis illustrata opera atque studio Fr. a Schooten
..... . Inderdaad had Van Schooten met moeite en vlijt een uitvoerig commentaar
samengesteld waarin hij op alle details inging en van grote belezenheid blijk gaf.
Ook Florimond de Beaune (1601-1652), een vriend van Van Schooten, had, zoals
de titel al aangeeft, zijn bijdragen geleverd. De Géométrie bleef Van Schooten
boeien en hij ontplooide zich in woord en geschrift tot een vurig profeet van de
gedachten van Descartes en bracht zijn enthousiasme over op zijn studenten die
van grote mathematische allure waren. Tot hen behoorden: Christiaan Huygens
(1629-1695), Hendrick van Heuraet (1634-16607), Jan Hudde (1628-1704) en
degene wiens werk in dit boek centraal staat: Jan de Witt (1625-1672).

4. Mede door het grote succes van zijn geannoteerde vertaling bereidde Frans
van Schooten een tweede druk voor, die in twee delen verscheen. Het eerste in
1659; het tweede kwam in 1661 uit, een jaar na zijn plotselinge dood in 1660. Dit
tweede deel werd bezorgd door zijn halfbroer Pieter van Schooten (1634-1679).
Deze tweede druk (uitgebracht door de firma Lodewijk Elzevier in Amsterdam)
onderscheidde zich van de eerste, allereerst door vele verbeteringen, maar vooral
ook door de toevoeging van bijdragen van leerlingen en collega’s.

Het eerste deel bevatte-naast de inhoud van de eerste druk-twee brieven
van Jan Hudde (later vele malen burgemeester van Amsterdam) en wel één over
het oplossen van vergelijkingen en één over een methode om (uiteraard zonder
differentiatie) maxima en minima te bepalen met behulp van de befaamde ‘regel
van Hudde’ (zie lit. A.W. GROOTENDORST [1]). Tenslotte bevat dit eerste deel
een brief van Hendrick van Heuract over het bepalen van de lengte van krommen
(zie lit. A.W. GROOTENDORST en J.A. VAN MAANEN).

Het tweede deel begint met een artikel van Van Schooten zelf, waarin de
methode van Descartes in zijn algemeenheid uiteengezet wordt, daarna volgen
twee opstellen van De Beaune over algebraische vergelijkingen en dan, vooraf-
gaande aan het slothoofdstuk van Van Schooten (het oplossen van meetkundige
vraagstukken door middel van letteralgebra), komt de bijdrage van Jan de Witt
getiteld Elementa Curvarum Linearum in twee delen, Liber Primus en Liber
Secundus.

Voordat wij hierop nader ingaan nog eerst het verloop van de lotgevallen
van het werk van Van Schooten. Na de liquidatie van het bedrijf van Elzevier
in 1681 verscheen in 1683 een derde, ongewijzigde druk bij de firma Blaeu,
eveneens in Amsterdam. In 1695 kwam de vierde en laatste editie, vermeerderd



met opmerkingen van Jacob (I) Bernoulli (1654-1705) uit bij de firma Knoch
in Frankfurt.

5. Jan de Witt had zijn werk in essentie al in 1649 voltooid, maar eerst in
1656 de definitieve vorm ervan vastgesteld. In die tussenliggende tijd werd
hij geroepen tot hoge ambten, die een zwaar beslag op hem legden: in 1650
tot Pensionaris van Dordrecht, in 1653 tot Raadpensionaris van Holland. Dit
ambt was oorspronkelijk dat van landsadvocaat, de verdediger in rechte van de
belangen van de Staat Holland. Later, toen de betekenis van Holland toenam,
groeide dit ambt uit tot een functie die betrekking had op de gehele Republiek.

Als ambtenaar van Holland had de Raadpensionaris tot taak alle vergaderin-
gen van deze Staat te leiden, de agenda daarvoor op te stellen, de besluitvorming
in goede banen te leiden en het beslotene uit te voeren. Voorts woonde hij de
vergaderingen van de Staten-Generaal met adviserende stem bij en bracht hij
daarin verslag uit over de financién van Holland; ook had hij zitting in de be-
langrijkste commissies van de Staten-Generaal. Uiteindelijk had hij ook het
recht alle brieven die gericht waren aan de Staten-Generaal, als eerste te ope-
nen. Een bijzonder belangrijk aspect van het ambt was ook de correspondentie
met de Nederlandse gezanten in het buitenland en de ontvangst van de buiten-
landse gezanten in Nederland. Dit maakte de Raadpensionaris van Holland in
feite tot Minister van Buitenlandse Zaken van de Republiek.

Gezien deze zware taak was het van grote betekenis dat Jan de Witt bij de
voltooiing van zijn werk op de medewerking van zijn vriend Frans van Schooten
jr. kon rekenen. Deze had hem al op een aantal onvolkomenheden gewezen,
waarvoor Jan de Witt hem dankt in een brief, gedateerd 8 oktober 1658. Aan
deze brief voegt Jan de Witt ‘eene aenspraecke aen UE’ toe, die in de uitein-
delijke uitgave als praefatio aan het werk vooraf zal gaan. Hierin zet Jan de
Witt zeer duidelijk zijn bedoelingen uiteen. Hij stoorde zich namelijk aan het
feit dat de bekende kegelsneden parabool, hyperbool en ellips, die toch vlakke
krommen zijn, via ruimtelijke beschouwingen gegenereerd worden als doorsnij-
ding van een plat vlak en een ruimtelijk lichaam, een kegel. De Grieken spraken
in dit verband over Témot wpds émipaveiais (in het Latijn: ‘loci solidi’), dat wil
zeggen krommen op oppervlakken. Wij laten hem hierover zelf aan het woord:

‘Toen ik echter de leerboeken van de overige kromme lijnen—voorzover
deze door de Ouden zijn overgeleverd en door jongeren zijn verklaard
nauwkeurig had bestudeerd, achtte ik het volslagen in te gaan tegen de
natuurlijke orde—die men in de wiskunde zoveel mogelijk in acht moet
nemen—dat men de oorsprong van deze krommen zoekt in een ruim-
telijk lichaam en deze vervolgens overbrengt naar het platte viak.’

Wat hem duidelijk voor ogen stond was een constructieve behandeling van de
kegelsneden, mogelijk gemaakt door de definitie van een kegelsnede als de baan
van een punt dat zich volgens een zeker voorschrift beweegt in het platte vlak.



Ook Van Schooten hechtte daaraan zeer. Hierop zullen wij in punt 7 van deze
inleiding nader ingaan.

6. Een goed inzicht in de samenwerking tussen Jan de Witt en Frans van
Schooten jr. inzake de uitgave van de Elemente Curvarum Linearum wordt
gegeven door de 21 brieven die zij uitwisselden in de periode van februari 1658
tot 4 maart 1660 (zie lit. R. Fruin). Jan de Witt had dit werk zoals gezegd
omstreeks 1649 in concept gereed en er dus waarschijnlijk intensief aan gewerkt
in de periode waarin hij als advocaat in Den Haag werkzaam was (1647-1650).
Dit kunnen wij afleiden uit een passage in het voorwoord tot de 2de druk van
de Geometria, waar Van Schooten in 1659 schrijft over de bijdrage van De Witt:

‘... quae jam ante decennium formata in conceptu huc usque deli-

tuerat’,

dat wil zeggen

‘... die zich, hoewel al tien jaren geleden in concept samengesteld,

tot nu toe verborgen had gehouden’.

De oorzaak van deze vertraging is niet moeilijk aan te wijzen: zijn ambten
vroegen zoveel van zijn tijd dat hij niet voldoende gelegenheid had de Elementa
voor druk voor te bereiden.

Wanneer Van Schooten in 1658 inzage krijgt in dit geschrift is hij zeer en-
thousiast en schrijft in februari van dat jaar aan De Witt:

‘Staet my uyttermaten wel aen, also ick de inventie seer aerdich
vinde en dat UEd. syne gedachten seer net en klaer weet uyt te
drucken’.

Hij acht het tot groot voordeel

‘so der geometrie als algebra le sullen komnen strecken, ingevalle
UEd.! 't selve wilde gelieven te laten in ’t licht komen’.

In dezelfde brief biedt hij zijn hulp aan bij een eventuele uitgave:

‘~so wil ick-op my neemen alle calculatién volgens den stijl van Des
Cartes’ methodus—op nieuw te hermaecken en alles sorchvuldelijck
naer te sien en accuraat uyt te schryven, mits daerby vougende be-
knopte en curieuse figuren’.

Voor een goed begrip zij vermeld dat het hier in eerste instantie gaat om deel
II (Liber Secundus) van de Elementa, dat in de uiteindelijke editie geen aparte
titel heeft, maar waarnaar in de correspondentie steeds verwezen wordt als naar
het tractaat—of de compositio—‘locorum planorum et solidorum’.

Eerst in de brief van 8 oktober 1658 schrijft Jan de Witt dat dit geschrift
niet gepubliceerd mag worden



‘~dan voorhenen gaende eene corte verhandelinge van de nature ende
proprieteyten der cromme linién’.

Deze ‘corte verhandelinge’ is het voorliggende eerste deel (Liber Primus) van de
Elementa Curvarum Linearum dat in de uitgave van Van Schooten 83 pagina’s
beslaat tegenover Liber Secundus met 97 pagina’s. Deze ‘korte verhandeling’ is
inmiddels geschreven en wordt door De Witt meegestuurd. Overigens was het
doel van deze brief Van Schooten te bedanken voor de ontvangst van het door
hem bewerkte stuk (binnen een bestek van acht maanden!).

In de brief van 8 oktober 1658 vraagt De Witt tevens of Van Schooten op zich
wil nemen in de marge de stellingen uit de Elementa van Euclides te vermelden
waarop een en ander berust, alsook de verwijzingen naar voorafgaande stellingen
in de tekst zelf. Hierop reageert Van Schooten afwijzend in een brief van 7 mei
1659, maar het is daar niet duidelijk of het om dit verzoek gaat of slechts om
het verzoek in een bepaalde gewijzigde tekst de overeenkomstige verandering in
de referenties aan te brengen. Dit laatste verzoek vinden we in de brief van 28
april 1659. Hoe dan ook, het gaat hier om een enorm karwei!

In de brief van 8 oktober 1658 trekt De Witt ook fel van leer tegen Apollonius
die het allemaal veel te gecompliceerd gedaan zou hebben en toont-compleet
met het noemen van aantallen ‘propositién’-aan, dat zijn eigen methode veel
eenvoudiger is. De bijlage bij deze brief kwam al ter sprake onder punt 5.

Met grote toewijding gaat Van Schooten verder: hij besteedt niet alleen veel
tijd en moeite aan de tekst, maar ook vervaardigt hij met grote precisie de
figuren. Hierdoor neemt hij De Witt veel werk uit handen, die

‘sijn tijt in hoochwichtige affaires, onse Republyck betreffende, seer
loflijk weet te besteden’.

Hij laat echter de uiteindelijke beslissing steeds over aan de auteur, die zeer
nauwgezet alle proeven beoordeelt, Ook onderhoudt Van Schooten de contacten
met de drukker, Lodewijk Elzevier in Amsterdam,

‘dewelcke my 10 exemplaren voor myne moeyten toegestaen heeft
en 30 exemplaren voor mijnheer syne copy, sijnde 't geene ick ten
uyttersten hebbe kunnen bedingen’.

Over een honorarium wordt niet gesproken, zij zullen er niet rijk van geworden
zijn.

Tijdens de voortgang van het werk wordt ook het advies van Christiaan
Huygens gevraagd, wiens oordeel zeer gunstig uitvalt, niet alleen over dit werk,
maar over De Witt als wiskundige in het algemeen. Dit valt af te leiden uit
een brief die Huygens schrijft aan John Wallis op 6 juni 1659. Aan het einde
daarvan roert hij dit werk van Jan de Witt aan en voegt daaraan toe:

‘Nullum aeque seeculum Geometrorum feraz fuisse arbitror, inter
quos vir ille, si negotiis minus distringeretur vel principem locum
obtinere posset’,



dat wil zeggen:

‘Naar mijn mening is geen eeuw even rijk geweest aan wiskundi-
gen, waaronder deze man zelfs de eerste plaats had kunnen innemen
indien hij minder door zijn ambisbezigheden werd afgeleid’.

Op 22 juli 1659 bericht Van Schooten aan De Witt dat van het tractaat zes
vellen zijn afgedrukt en op 21 februari 1660 brengt Van Schooten’s halfbroer
Pieter die de laatste correctie heeft gedaan, zes exemplaren ‘op groot en fijn
papier afgedrukt’ naar Jan de Witt. Het titelblad van de Elementa Curvarum
Linearum vermeldt als jaartal 1659.

In zijn brief van 2 maart 1660 bedankt Jan de Witt hiervoor en meldt tevens
nog een aantal drukfouten. Ook vraagt hij een exemplaar van de door Van
Schooten geannoteerde Géométrie van Descartes

‘so haest het tweede volumen van UEd'® commentarius op de Geo-
metrie van Des Cartes sal wesen voltrocken’.

Van Schooten reageert hierop prompt. In zijn brief van 4 maart 1660 zegt hij
toe dat de gesignaleerde fouten in de errata zullen worden vermeld. Ook zal
De Witt het gevraagde werk ontvangen. Dit is de laatste brief van Frans Van
Schooten jr. aan Jan de Witt: op 29 mei 1660 overlijdt hij onverwachts; de
oorzaak is niet bekend.

De zorg voor de uitgave van het gehele commentaar wordt overgenomen
door de eerder genoemde halfbroer Pieter. Deze stuurt het laatste vel van ‘het
verzamelwerk’ (met de errata in de bijdrage van De Witt) toe aan Jan de Witt.
De begeleidende brief van 17 december 1660 is de laatste ons bekende brief in
deze correspondentie over dit werk; het antwoord dat volgens een aantekening
van De Witt reeds de volgende dag is verzonden, is niet bewaard gebleven.

Zoals hierboven reeds vermeld, verscheen van de Geometria van Van Schooten
in 1683 een derde, ongewijzigde herdruk bij de firma Blaeu in Amsterdam. Deze
bevatte eveneens een ongewijzigde herdruk van de Elementa van Jan de Witt.
Ook de vierde en laatste editie van de Geometria van 1695 omvatte deze FEle-
menta. Tenslotte zij vermeld dat dit werk van Jan de Witt ook als zelfstandig
boekwerk bestaat. Het gaat hierbij kennelijk om afzonderlijk ingebonden bla-
den van zijn bijdrage aan de tweede druk van Van Schooten’s Geometria, zoals
blijkt uit de paginering die overeenkomt met de nummering in de genoemde
tweede druk. Ook het titelblad is identiek met het titelblad van de Elementa
in genoemd werk van Van Schooten. Een exemplaar hiervan bevindt zich in de
bibliotheek van de Universiteit van Utrecht.

7. In deze paragraaf wordt de plaats geschetst die de Elementa Curvarum
Linearum inneemt in de eerste helft van de 17de eeuw.

i. Het werk van Jan de Witt bestaat, zoals gezegd, uit twee boeken: Liber
Primus en Liber Secundus. Twee boeken van formeel zeer verschillende aard:



het eerste louter verbaal, zonder enig wiskundig symbool of enige formule, het
tweede zeer modern voor die tijd—want in de geest van Descartes—door de voor-
stelling van punten door z- resp. y-codrdinaten en krommen door vergelijkingen,
alles geschreven met de voor ons gebruikelijke symbolen (m.u.v. het gelijkteken
waarvoor hij het teken 2 gebruikt en het 8 teken waar wij £ hanteren). De kern
wordt gevormd door dit tweede deel; Liber Primus is de noodzakelijke inleiding
daarop.

ii. In dit eerste deel worden de kegelsneden—het zijn immers krommen in het
platte vlak-gedefinieerd zonder gebruik te maken van een kegel, ‘absque ulla
solidi consideratione’, dat wil zeggen zonder enig ruimtelijk lichaam in de be-
schouwing te betrekken (Lib. I, cap. iii, p. 227). In de brief van 1658 aan Van
Schooten die aan het eerste boek voorafgaat, haalt Jan de Witt fel uit naar zijn
voorgangers, die het totaal verkeerd gedaan zouden hebben; we gaven in punt
5 al een relevant citaat uit deze brief.

Nu was Jan de Witt niet de eerste die kegelsneden construeerde door een
voorschrift dat geheel in het platte vlak is uit te voeren en wel als de baan
van een bewegend punt daarin. Volgens Proclus (410-485) was één methode
al bekend in de Oudheid onder andere bij Archimedes (287-212). Het is een
bekende eigenschap die De Witt kiest als zijn voortbrengingswijze van de ellips:
van een lijnstuk met constante lengte verplaatsen de uiteinden zich langs twee
vaste rechten. Fen willekeurig punt op dit lijnstuk beschrijft dan een ellips.
Deze eigenschap was ook bekend bij Mydorge (1585-1647) die ook op de hoogte
was van de affiene constructie van de ellips met behulp van twee concentrische
cirkels. Deze laatste wordt door De Witt behandeld als constructiemethode—niet
als definitie-in Liber I, cap.iv, p. 238.

De bekende ‘touwtjes-constructie’ (ook wel tuinmans-constructie-genoemd)
vinden we al bij Anthemius van Tralles (ca. 550 A.D.). Deze is gebaseerd op een
eigenschap die voorkomt bij Apollonius (262-190) nl. de eigenschap dat voor
een punt op de ellips de som van de afstanden tot de brandpunten constant is
(Conica III, 52).

Isidorus van Milete, een collega van Anthemius, gaf het analogon daarvan
voor de parabool en Guidobaldo del Monte (1545-1607) kende de overeenkom-
stige constructie voor de hyperbool. Kepler (1571-1630) noemde deze construc-
ties alle drie. Hierbij zij opgemerkt dat het begrip ‘brandpunt’ niet voorkomt in
het eerste boek van De Witt; eerst in Liber Secundus zal men daarmee kennis
maken.

iii. Het is opvallend dat De Witt geen verband legt tussen de drie typen ke-
gelsneden, zoals bijvoorbeeld Kepler wel deed. Deze legde dit verband via de
brandpunten: uitgaande van een ellips hield hij één brandpunt vast en liet het
andere langs hun verbindingslijn lopen. Wanneer dit op oneindig lag was de
ellips geworden tot parabool, bij terugkeer langs ‘andere kant’ werd een hyper-
bool beschreven. Wel is het zo dat De Witt voor een parabool en een hyperbool



aanvankelijk twee verschillende voortbrengingswijzen aangeeft, maar in Liber I,
cap. v laat zien dat zijn methode om een parabool te genereren ook gezien kan
worden als een bijzonder geval van de voortbrengingswijze van een hyperbool.
De ellips blijft een geval apart.

iv. De constructieve, kinematische aanpak van de kegelsneden ligt geheel in de
lijn van De Witt’s leermeester en vriend Frans van Schooten jr. Van diens hand
verscheen in 1659/1660 Ezercitationum mathematicarum lLibri quingue (ook in
het Nederlands uitgebracht onder de titel Mathematische Oeffeningen). Het
vierde boek daarvan heeft als titel De organica conicarum sectionum in plano
descriptione tractatus (Tuych-werckelijcke beschrijving van kegelsneden op een
vlack). In feite is dit de herdruk van het meetkundige gedeelte van een geschrift
uit 1646 dat een appendix bevatte over het oplossen van vergelijkingen van de
derde graad. In dit werk heeft hij zich veel moeite getroost voor een mechani-
sche beschrijving van kegelsneden, dat wil zeggen een effectieve constructie van
kegelsneden met behulp van allerlei instrumenten die gebaseerd zijn op een ka-
rakteristieke eigenschap van de desbetreffende kegelsnede. Zo vindt men daar de
reeds genoemde ‘tuinmans-constructie’ voor de ellips. Ook de analoge construc-
ties voor de hyperbool en de parabool krijgen daar een plaats. In onderstaande
figuur is een instrument geschetst waarmee Van Schooten eveneens een ellips
kon beschrijven. Hierin geldt AB = DB; het is dan niet moeilijk aan te tonen
dat het punt E op het verlengde van BD de onderhelft van een ellips beschrijft
wanneer D langs KL schuift (KA = AL = AB + BE). Met deze constructies
was mede een praktisch belang gediend: kegelsneden waren van nut bij het ver-
vaardigen van zonnewijzers, in de optica, zowel bij problemen van breking als
van terugkaatsing (dioptrica en katoptrica) en ook in de leer van de perspec-
tief. Tenslotte zij met betrekking tot Liber Primus nog opgemerkt dat men De
Witt’s wijzen van voortbrengen van parabool en hyperbool ook kan zien als een
projectieve voortbrenging in de zin van de theorie van Steiner (1769-1863) en
Chasles (1793-1880), maar hierover rept De Witt uiteraard met geen woord.

Op deze plaats zal niet verder worden ingegaan op de inhoud van Boek I; een
uitvoerig overzicht daarvan vindt men in de samenvatting die aan de vertaling
voorafgaat.

FIGUUR 1.1. De constructie van een ellips volgens Van Schooten



v. Na deze kinematische introductie van de kegelsneden in het Eerste Boek,
gaat Jan de Witt in het Tweede Boek geheel anders te werk en wel volgens
de nieuwe, analytische methode van Descartes. Hij gaat daarbij uit van alge-
braische vergelijkingen van de graad maximaal twee in de variabelen z en y en
laat zien dat deze rechte lijnen, parabolen, hyperbolen of ellipsen (c.q. cirkels)
voorstellen, al naar de gedaante van deze vergelijkingen. Hierbij gaat hij aldus
te werk: hij neemt een recht- of scheefhoekig coérdinatenstelsel en beschouwt
de verzameling van punten met z-, resp. y-codrdinaten die aan de gegeven
vergelijking voldoen. Deze codrdinaten moet men zich als positieve lijnstukken
voorstellen. Dit heeft tot gevolg een beperking tot, wat wij noemen, het eerste
kwadrant. Vervolgens toont hij aan dat deze punten de voor de betreffende
kromme kenmerkende eigenschap (ocvurTwpa) hebben die hij in Liber Primus
heeft afgeleid uit zijn meetkundige definitie van de kromme. Dit komt dus neer
op de volgende werkwijze:
Boek I: Meetkundige definitie en daaruit via meetkundige beschouwingen de
karakteristieke eigenschap (oounrTwpea) afleiden in de vorm van een betrekking
tussen lijnstukken.
Boek II: Algebraische vergelijking en daaruit via berekening afleiden dat de z-,
resp. y-codrdinaten die aan de gegeven vergelijking voldoen, ook voldoen aan
de voor de betreffende kromme karakteristieke eigenschap in Boek I. Dit geeft
dan het recht te zeggen dat de betreffende vergelijking ‘de kromme voorstelt’.
Daarbij stuit hij op allerlei complicaties: allereerst moet hij, omdat hij geen
negatieve coéfficiénten toelaat, bijvoorbeeld bij de parabool de volgende gevallen
afzonderlijk behandelen:

y2 =az +b% en y? = —az + b2,

waarbij de coéfficiénten a en b positief zijn. Dit impliceert ook dat hij het geval
y? = —az — b? buiten beschouwing moet laten. Omdat hij geen y-as gebruikt,
moet hij ook nog apart aandacht geven aan de gevallen waarin slechts = en y
verwisseld zijn, dat wil zeggen

v =az; Y2 =az+ b Y =az - b% y = —ax + H?

versus

ay = z2; ay + b? = 22; ay — b? = 2%; b? — ay = z°.
Nadat hij in hoofdstuk I de rechte lijn heeft behandeld, uitgaande van een
vergelijking van de eerste graad, toont hij in hoofdstuk II aan dat de hierbo-
ven genoemde kwadratische vergelijkingen parabolen voorstellen en herleidt hij
een aantal gecompliceerdere tweedegraadsvergelijkingen door middel van han-
dig gekozen substituties tot een van deze vormen. Een conclusie is (pag. 263)
dat een tweedegraadsvergelijking waarvan de kwadratische termen een volledig



kwadraat vormen, een parabool voorstelt. De Witt besluit dit hoofdstuk met
het (analytische) bewijs dat de meetkundige plaats (sit venia verbo!) van de
punten waarvoor de afstand tot een vaste rechte gelijk is aan die tot een vast
punt, een parabool is.

In hoofdstuk III toont De Witt van de volgende vergelijkingen aan dat zij
een hyperbool voorstellen:

2 2
yz = f% Wo_p_popope =
g9

Wanneer hij dan in ditzelfde hoofdstuk heeft bewezen dat de vergelijking ly?/g =
f? — 2% een ellips voorstelt, toont hij met een aantal voorbeelden aan dat de
vergelijking van iedere hyperbool, ellips of cirkel, tot een van deze vormen is
terug te brengen. Ook wordt nu het begrip brandpunt (focus, umbilicus) van
hyperbool en ellips geintroduceerd via de eigenschap dat een hyperbool (ellips)
gekarakteriseerd is door het feit dat het verschil (de som) van de afstanden van
een punt op de kromme tot twee vaste punten (de brandpunten) constant is.

Het vierde hoofdstuk van Liber Secundus is getiteld: Regula universalis in-
veniendi ac determinandi loca qaelibet plana et solida (Algemene regel voor het
vinden en bepalen van willekeurige vlakke en ruimtelijke plaatsen, dat wil zeg-
gen krommen van de eerste en de tweede graad). Zoals de titel reeds aangeeft,
is dit hoofdstuk geheel gewijd aan de classificatie van eerstegraads- en twee-
degraadskrommen, die vrijwel volledig wordt uitgevoerd, hetgeen wel een zeer
bijzondere prestatie genoemd mag worden. Dit hoofdstuk is zeer gecompliceerd
omdat De Witt zich beperkt tot positieve grootheden, maar het geeft een vrijwel
volledige classificatie van genoemde krommen.

Van dit tweede boek is de vertaling (met aantekeningen) in voorbereiding.
Deze zal als afzonderlijke uitgave verschijnen, eveneens voorafgegaan door een
uitvoerig overzicht van de inhoud.

vi. Het werk van Jan de Witt is vaak vergeleken met dat van John Wallis
(1616-1703). Van de hand van laatstgenoemde verscheen in 1655: Tractatus
de sectionibus conicis. (Verhandeling over de kegelsneden.) Hierin worden de
kegelsneden direct formeel algebraisch gedefinieerd door een vergelijking en wel
als volgt: €2 = Id — ld?/t (ellips); p* = Id (parabool) en h? = Id + ld?/t
(hyperbool). In elk van deze drie gevallen stelt d de z-codrdinaat voor en-zeer
suggestief-e, p en h de y-coordinaat van een punt resp. op de ellips, parabool
of hyperbool. De letter [ staat steeds voor de rechte zijde of parameter (latus
rectum) en ¢ voor de dwarse zijde (latus transversum; zie daarvoor Appendix
ITA en IIB).

Natuurlijk vielen deze vergelijkingen niet uit de lucht: zij zijn geinspireerd
door de resultaten van Apollonius (zie Appendix IIB), maar bij Wallis doen
zij dienst als formele definities en dat was het nieuwe. Wallis laat nu zien dat
deze vergelijkingen resp. een ellips, parabool en hyperbool voorstellen en leidt
uit deze algebraische vergelijkingen een aantal meetkundige eigenschappen af.
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Tot een classificatie komt hij echter niet, die had De Witt echter reeds eerder
volvoerd. We zagen hierboven immers al dat Jan de Witt zijn werk circa 1649
voltooid had en het werk van Wallis eerst in 1655 verscheen. De suggestie dat
De Witt beinvloed zou zijn door het werk van Wallis, lijkt dus niet erg zinnig.
Bovendien verschillen zij in hun formele aanpak (direct al in de definitie van een
kegelsnede) en zijn de resultaten van De Witt veel omvangrijker.

8. De vertaling is gemaakt aan de hand van de gedrukte tekst van de tweede
uitgave van de Elementa Curvarum Linearum, voorkomende in de derde editie
van de Geometria van Van Schooten, daterende uit 1683. In feite is dit de
tekst van de uitgave van 1659 met inachtneming van de errata die aan deze
eerste editie op een afzonderlijke pagina waren toegevoegd. Gegevens over deze
errata vinden we in de eerder genoemde correspondentie tussen De Witt en Van
Schooten.

Twee brieven (gedateerd 7 april 1659 en 30 maart 1659) hebben betrekking
op de ‘minuten’ van de tekeningen die regelmatig tussen beide geleerden heen en
weer gingen. Het is niet meer na te gaan op welke tekeningen deze betrekking
hebben.

De brieven van 10 februari 1660 en van 2 maart van datzelfde jaar gaan over
de gedrukte tekst. Het betreft elf errata waarvan er acht betrekking hebben op
de figuren en drie op de tekst. Wat betreft de figuren gaat het om het al dan
niet stippelen of verlengen van een rechte of het bijplaatsen of vervangen van
een letter. In de tekst betreft het in twee gevallen het vervangen van een letter.

Tijdens het vertalen werden nog enkele onjuistheden geconstateerd die hier
volgen, al lijkt het ongepast bij een werk van dergelijke importantie zulke school-
meesterachtige opmerkingen te maken.

pag. 183 regel 1 v.b. C moet zijn c

pag. 201 regel 7 v.o. AH moet zijn AB

pag. 209 regel 3 v.b. aequidistant moet zijn aequidistantia

pag. 209 regel 9 v.b. ttransversa moet zijn transversa

pag. 213 regel 2 v.b. ad moet zijn ac

pag. 214 regel 2 v.b. sic moet zijn sit

pag. 225 regel 3 v.o. ocrurrant moet zijn occurrant

pag. 231 regel 12 v.o. ad moet zijn at

pag. 240 regel 5 v.o. intersectionem moet zijn intersectionum

9. Tot slot volgt een toelichting op de vertaling. Bij het vertalen van de Ele-
menta stond de gedachte voorop om de Nederlandse tekst zo nauwkeurig mo-
gelijk te laten aansluiten bij het Latijnse origineel. Dit betekende allereerst dat
de formules en bewijzen die in dit eerste deel zonder uitzondering verbaal zijn
omschreven, dus zonder gebruik van de ons vertrouwde wiskundige symbolen,
ook in de vertaling verbaal zijn weergegeven. In de door de vertaler bijgevoegde
aantekeningen zijn veel van deze bewijzen in onze notatie herschreven dan wel
toegelicht. Deze aantekeningen zijn per hoofdstuk gegroepeerd en dienover-
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eenkomstig genummerd. Zo betekent bijvoorbeeld [2.14]: aantekening 14 bij
hoofdstuk 2; in de vertaling wordt de lezer daarnaar verwezen.

De aantekeningen die Jan de Witt in de kantlijn toevoegde, zijn om druk-
technische redenen in een afzonderlijk hoofdstuk (Appendix I), uiteraard in
vertaling, opgenomen. Voor meer détails hierover zij de lezer verwezen naar het
betreffende hoofdstuk.

Een typerende trek van Jan de Witt in zijn Elementa is dat hij zelden van een
figuur die aan de orde is, de plaats in de tekst expliciet vermeldt. Dit had in de
vertaling verholpen kunnen worden door deze plaats wel aan te geven. Toch is
dit niet gebeurd: de vertaling zou dan iets van de sfeer van het origineel missen
en de lezer zou op een andere wijze met de tekst geconfronteerd worden dan de
17de-eeuwse lezer (afgezien nog van het feit dat de vele extra verwijzingen de
tekst onoverzichtelijker zouden maken).

Ook zij op deze plaats nog gewezen op een andere karakteristiek van de
tekst. Deze houdt verband met het feit dat Jan de Witt rechten of krommen
nooit met één letter-zeg k,l of m voor een rechte, of e, h, p voor een ellips, resp.
hyperbool of parabool-aangeeft. Dit heeft invloed op de benoeming van punten
in de figuren. Een voorbeeld: op blz. 193 wordt een hyperbool ten tonele
gevoerd, waarvan de takken IC en HE heten. Hierbij zijn £ en H nog niet
gespecificeerd. Vervolgens wordt een transversale middellijn getrokken waarvan
de snijpunten met de hyperbool de namen E en H krijgen; daardoor zijn deze
nu bepaald. Een ander voorbeeld: in figuur I op blz. 232 gaat Jan de Witt
uit van een rechte die hij vanaf het begin de ‘werklijn /G’ noemt. Vervolgens
construeert hij een cirkel die deze lijn in twee punten snijdt die dan de namen
I en G krijgen. Eerst nu dus zijn deze I en G vastgelegd. Met IG bedoelde hij
in eerste instantie de drager van IG. Van deze situatie zijn vele voorbeelden te
vinden.

Tenslotte enkele opmerkingen over de wijze van vertalen. Hierbij was de
bedoeling de sfeer van het origineel zoveel mogelijk te behouden en geen ‘vrije’
vertaling te presenteren. Wie zich snel over de inhoud wil oriénteren leze de
samenvatting. Het zal iedereen duidelijk zijn dat een al te dichte aansluiting
bij het origineel schade zou kunnen toebrengen aan de begrijpelijkheid en dat
er dus keuzen gemaakt moesten worden, juist waar het veelal gaat om lange
zinnen (niet zelden van twintig regels en meer). Een typisch voorbeeld: op blz.
228 komt een zin voor van 21 regels, die aldus begint: Cum ... etc. existimen, e
re fore duxi ... etc. Hier staat het eerste etc. voor een tussenzin van zes regels
en het tweede voor een zin van vijftien regels. De bijzin beginnend met ‘cum’
wordt in zo’n geval tot hoofdzin gemaakt en de hoofdzin beginnend met ‘e re
fore duxi’ tot een tweede hoofdzin, beginnend met ‘Daarom’, waarmee het ‘cum’
van de oorspronkelijke bijzin wordt opgenomen. Men krijgt dan: ‘Tk meen dat
.. etc. Daarom achtte ik het nuttig ... etc.” Dergelijke situaties doen zich vaak
voor (zie bijvoorbeeld op blz. 231 de tienregelige zin beginnend met ‘Quoniam’
en eindigend met ‘applicetur’.

Een andere veel voorkomende constructie is de volgende (zie bijvoorbeeld
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blz. 194, regel 6 e.v.). Hier worden na elkaar enkele constructies beschreven en
daarna wordt een conclusie getrokken. Kort gezegd gaat het hierom: ‘Ductis
asymptotis (ablativus), ductaque...recta CB..., sumatur inter AB, BC media
proportionalis AD. Dein ducta DE..., erit AEF ...axis secundus.” Op de plaat-
sen van de stippen, staat informatie die voor de structuur van de zin niet relevant
is. Deze zin werd in essentie als volgt vertaald: ‘Trek eerst de asymptoten en de
rechte CB en neem dan AD als middelevenredige tussen AB en BC. Wanneer
men dan vervolgens DE trekt... dan zal AEF... de tweede as zijn’. Uiter-
aard zal geen lezer zo kwaaddenkend zijn dat hij meent dat ‘ducta’ gezien is als
imperativus en dus ‘recta’ als accusativus!

Ondanks dit soort oplossingen houdt de vertaling een enigzins plechtige, voor
sommigen misschien zelfs wel archaische toon. Deze is met opzet gekozen om,
zoals gezegd, de sfeer van het geheel zoveel mogelijk in de vertaling voelbaar te
maken.

PHANCISCUS VAN SCHOOTEN. FRFIL. LUCH. KAT

FRUEFEAN N LING S
PSS QREIE T D 66X

Frans van Schooten jr. (1615-1660).

Hiéronymus van der My (1687-1761) pinxit.
Naar een portret door Adriaen Cornelisz Beeldemaker (1618-1709).
Bron: Collectie Academisch Historisch Museum, Rapenburg 73, 2311 GJ Leiden
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2. Samenvatting

In deze samenvatting worden achtereenvolgens de stellingen en hun gevolgen
(corollaria) weergegeven in de vorm van een parafrase met gebruikmaking van
onze huidige notatie. In het eerste boek van zijn Elementa gaat Jan de Witt
namelijk louter verbaal te werk; onze gebruikelijke tekens als +, —, x,:, = etc.
komen er niet in voor!

De essentie van de beweringen is echter behouden. Voor de bewijzen wordt
verwezen naar de tekst, de vertaling, de aantekeningen en de appendices. De
bedoeling van deze samenvatting is slechts de lezer een globaal overzicht van de
inhoud te verschaffen.

Hoofdstuk 1

Jan de Witt gaat hier uit van een rechte r (de richtlijn), een punt T (de pool) en
een rechte m die de richtlijn snijdt in een punt 4; T'A heet dan het interval. De
bewuste kromme ontstaat nu op de volgende wijze: een hoek a (de bewegende
hoek) met benen s (het sleepbeen) en w (het werkbeen) draait om de pool T als
hoekpunt. Hierbij snijdt s de richtlijn in een variabel punt P. Door P wordt
steeds een rechte getrokken (de beschrijvende b), evenwijdig aan de lijn m. Het
gaat nu om de baan van het snijpunt S van de beschrijvende b met het draaiende
werkbeen w van de hoek a (zie figuur 2.1).

Figuur 2.1 b
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FIGUUR 2.2

In hoofdstuk I wordt uitsluitend het geval besproken waarin de hoek TAP (= )
gelijk is aan de hoek « en de genoemde beweringen gelden dan ook uitsluitend
voor deze situatie.

De baan van S blijkt dan een parabool te zijn (zie figuur 2.2). Het geval
waarin de hoek TAP ongelijk is aan o wordt uitgesteld tot hoofdstuk IV; de
baan zal dan blijken een hyperbool te zijn.

Van groot belang is het begrip: ‘geordend aangebracht’. Men zegt dat een
rechte geordend is aangebracht op m indien deze rechte evenwijdig is met het
werkbeen in de beginstand van hoek a, dat wil zeggen in de stand waarin het
sleepbeen langs m valt. Het zal blijken dat iedere koorde die geordend is aan-
gebracht op m, daardoor wordt gehalveerd, reden waarom men m middellijn
noemt. Een gevolg is ook dat het werkbeen in de beginstand raakt aan de pa-
rabool.

De kern van hoofdstuk I bestaat uit twee stellingen.

i. De eerste stelling zegt dat de geconstrueerde kromme de kenmerkende ei-
genschap van een parabool heeft (ruwweg gezegd: y* = pz);

ii. De tweede stelling zegt dat iedere lijn evenwijdig met m eveneens middellijn
is en wel voor een speciaal stelsel koorden van de parabool nl. die welke
evenwijdig zijn aan de raaklijn in de bij deze middellijn behorende top, dat
wil zeggen het snijpunt van die middellijn met de parabool.

N.B. Deze middellijn heeft zijn eigen interval, zijn eigen richtlijn en dus ook zijn
eigen bewegende hoek.

Stelling I. Indien men op de kromme een punt S kiest, door S een lijn geordend
aanbrengt op m, welke lijn m in het punt K snijdt, dan geldt (zie figuur 2.2):

SK?=TA-KT.
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Dit is de reden waarom men het lijnstuk TA de parameter noemt of ook wel
de rechte zijde. Tevens is deze stelling voor Jan de Witt aanleiding om ver-
band te leggen tussen ‘zijn’ parabool en die welke voorkomt bij Apollonius (zie
ook Appendix IIB onder parabool). Terloops merkt hij ook op dat, indien de
bewegende hoek recht is, de drager van het interval de as genoemd wordt.

GEVOLG 1. Een rechte die evenwijdig loopt aan de middellijn m, snijdt de
kromme in slechts één punt.

GEVOLG 2. Indien men vanuit de pool T een rechte trekt naar eer punt S op
de kromme, dan valt T'S geheel binnen de kromme en het verlengde van T'S
valt geheel buiten de kromme.

GEVOLG 3. Indien bij het draaien van de variabele hoek het punt S langs
de kromme loopt, dan zal de hoek tussen T'S en m kleiner worden dan iedere
voorgeschreven hoek, maar T'S zal nooit samenvallen met m.

GEVOLG 4. ledere rechte die de middellijn m snijdt zal na verlenging ook de
kromme snijden.

N.B. Met ‘middellijn’ wordt bedoeld dat deel van m dat binnen de parabool
ligt.

GEVOLG 5. Iedere koorde die geordend is aangebracht op m, wordt door m
gehalveerd. Eerst nu is dus de naam ‘middellijn’ gerechtvaardigd!

GEVOLG 6. Omgekeerd geldt ook dat slechts die koorden door m worden ge-
halveerd die geordend zijn aangebracht op m.

GEVOLG 7. Voor de geordend aangebrachte lijnstukken SK en S"K' geldt (zie
figuur 2.2): .
SK?:S"K'*=TK :TK'.

GEVOLG 8. De werklijn in de beginstand raakt in T — en slechts in T — aan de
kromme en heeft verder geen punt met de kromme gemeen.

GEVOLG 9. Behalve de werklijn in de beginstand raakt geen andere lijn de
kromme in T

GEVOLG 10. Een methode om de kromme punt voor punt te construeren wan-
neer gegeven zijn: de lijn m in ligging, de top T daarop, de parameter (rechte
zijde) T A en de hoek die de geordend op m aangebrachte rechten maken met
m.

Stelling II. Een lijn, getrokken door een willekeurig punt op de kromme en
evenwijdig aan de bij de constructie geintroduceerde middellijn, is eveneens
middellijn met het genoemde punt als bijbehorende top.
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Ficuur 2.3.

GEVOLG 1. Een lijn die de middens van twee onderling evenwijdige koorden
verbindt, is middellijn.

GEVOLG 2. Een raaklijn en een lijn door het raakpunt die geordend is aange-
bracht op een middellijn, snijden deze middellijn in punten die evenver van de
top af liggen (zie figuur 2.3). In deze figuur is m de bedoelde middellijn en zijn
SP en SB de bedoelde raaklijn resp. geordend aangebrachte rechte. Nu geldt:
PT =TB.

GEVOLG 3. Dit gevolg behandelt de constructie van een raaklijn aan een para-
bool, zowel in een punt op de parabool als vanuit een punt buiten de parabool.

GEVOLG 4. Dit gevolg doet een uitspraak over de grootte van de parameter p'
behorende bij de nieuwe middellijn (zie figuur 2.4). Hierin is m de oorspronke-
lijke middellijn met top T en m' de nieuwe middellijn met top T”. De lijn T'R
raakt in 7' aan de kromme en snijdt m in R. Voor de nieuwe parameter p’ geldt
nu:

TR:T'R=T'R:p.

GEVOLG 5. Hierin wordt de volgende constructie behandeld: van een parabool
zijn gegeven: een middellijn in ligging, de top daarop en de bijbehorende pa-
rameter, alsook de hoek die de geordend aangebrachte rechten maken met deze
middellijn.

Gevraagd wordt nu een middellijn te construeren zodanig dat de daarop
geordend aangebrachte rechten daarmee een gegeven hoek maken en ook de top
daarop te vinden, evenals de bijbehorende parameter.
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FiGuur 2.4.
Hoofdstuk 11

In dit hoofdstuk wordt een kromme bestudeerd die nu niet ontstaat door middel
van een roterende hoek, maar door middel van een roterende lijn (zie figuur 2.5).

Uitgangspunt is weer een vaste rechte © (de richtlijn), een vast punt T (de
pool) en een rechte b (de beschrijvende). Deze beschrijvende draait om de pool
en gaat daarbij steeds door het eindpunt 4 van het ene been BA (met vaste
lengte) van een hoek van konstante grootte en schuift dit been (het sleepbeen)
bij het draaien langs de genoemde richtlijn. Het gaat nu om de baan van het
snijpunt S van de roterende beschrijvende b met het andere been w (het werk-
been) van de voortgeschoven hoek. Het zal blijken dat de zo voortgebrachte
kromme een hyperbool is.

Ficuur 2.5.
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FiGcuur 2.6.

FiGuur 2.7.

Wanneer het werkbeen w evenwijdig is met de beschrijvende b, dan zegt men
dat beide lijnen in de beginstand zijn (zie figuur 2.6). Er worden nu twee inter-
vallen onderscheiden. In de eerste plaats de constante lengte AB van het been
dat langs de richtlijn wordt voortgeschoven en in de tweede plaats de afstand
TA’ van T tot de richtlijn, gemeten langs de beschrijvende in de beginstand. De
aldus beschreven kromme blijkt een hyperbool te zijn waarvan de beide takken
‘tegengestelde hyperbolen’ (hyperbolae oppositae) genoemd worden (zie figuur
2.7). Jan de Witt spreekt ook steeds over een hyperbool als hij een van beide
takken bedoelt.

Er gelden nu de volgende stellingen en gevolgtrekkingen (hierbij houden we de
nummering van de tekst aan).

Stelling III. Indien men op de kromme cen punt P kiest en door P de lijnen
PP' en PP" trekt evenwijdig resp. aan de werklijn in de beginstand en aan de
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FIiGuuRr 2.8.

richtlijn (zie figuur 2.7) dan geldt:
PP -PP"=A'B'-TA
of, indien men stelt PP"=z; PP'=y; TA' =aen A'B' = AB=b:
Ty = ab.

De kromme blijkt dus een hyperbool te zijn waarvan de richtlijn = en de werk-
lijn in de beginstand (w') de asymptoten zijn. Men noemt ab de macht van
de hyperbool. Het snijpunt van de asymptoten wordt (voorbarig) middelpunt
genoemd.

GEVOLG 1. De afstand tussen een geschikt gekozen punt op de hyperbool en
een asymptoot kan willekeurig klein gemaakt worden.

GEVOLG 2. Men beschouwt een (tak van de) hyperbool en kiest in de over-
staande hoek van de hoek waarbinnen deze hyperbool ligt, een punt en trekt
een lijn die door het middelpunt gaat of een van de asymptoten van deze hyper-
bool snijdt. De bewering is dan dat deze lijn de hyperbool zal snijden en wel in
slechts eén punt.

GEVOLG 3. De werklijn zal iedere rechte die evenwijdig is aan de asymptoot
waarmee deze werklijn niet evenwijdig is — evenals de hyperbool - in precies één
punt snijden.

Stelling IV. Een rechte die door twee punten op een hyperbool gaat of deze
raakt, snijdt elk van beide asymptoten binnen de hoek waarin de hyperbool ligt.

Stelling V. Wanneer men op één tak van een hyperbool of op beide takken
daarvan twee punten aanneemt en daardoor één rechte trekt of twee onderling
evenwijdige rechten dan zullen de rechthoeken, gevormd door de lijnstukken
die afgesneden worden door de kromme en een asymptoot dezelfde oppervlakte
hebben.

OPMERKING: Deze stelling vereist toelichting door middel van een figuur. Zie
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FiGuur 2.9.

hiervoor figuur 2.8. Hierin is AS//A'S’ en er geldt dan bijv. SA-AT = TB-BS,
maar ook SA- AT = §'A' - A'T'. Indien de betrokken punten op verschillende
takken van de hyperbool liggen, dan gelden analoge stellingen.

GEvVOLG 1. Indien men door het middelpunt M van een hyperbool een lijn
trekt die de beide takken snijdt in resp. P en @ (zie figuur 2.9) en indien men
een daaraan evenwijdige lijn trekt die de beide takken snijdt in resp. A en B,
maar de asymptoten in S en T, dan zal gelden:

PM?% = AS-AT = BT - BS = QM?>.

Dan geldt dus ook PM = @M, hetgeen eerst nu de naam middelpunt recht-
vaardigt.

GEVOLG 2. (Zie hiervoor figuur 2.9). Ook geldt AS = TB en dus ook AT = BS.

GEVOLG 3. Een rechte die twee punten op één of op tegengestelde hyperbolen
verbindt, heeft verder geen punten'met die hyperbool gemeen.

GEVOLG 4. Ook het omgekeerde van Stelling V is juist dat wil zeggen indien
onder overigens gelijke gegevens geldt dat SA - AT = S'A’ - A'T' en indien van
de punten A en A’ er een op de hyperbool ligt, dan ligt het andere punt ook
daarop (zie weer figuur 2.8).

GEVOLG 5. Een rechte door het middelpunt die een koorde halveert, halveert
ook alle daarmee evenwijdige koorden.

Voordat Jan de Witt verder gaat, voert hij enkele benamingen in:

a. Een lijn door het middelpunt wordt middellijn genoemd en wel

- afgesneden (later: transversale) middellijn of middellijn zonder meer, in-
dien deze de hyperbool snijdt.
- tweede middellijn indien deze de hyperbool niet snijdt.
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Ficuur 2.10.

b. Evenwijdige koorden die door een middellijn worden gehalveerd, noemt men
geordend aangebracht op deze middellijn. Indien deze koorden loodrecht
staan op de bijbehorende middellijn, dan noemt men deze middellijn een
as.

c. Wanneer een tweede middellijn geordend is aangebracht op een afgesne-
den middellijn, dan zegt men dat de ene middellijn geconjugeerd is met de
andere. Hierbij passen twee aantekeningen.

1. Het is direct duidelijk wat bedoeld wordt met een middellijn die geor-

dend is aangebracht op een andere middellijn.
2. Dat de relatie ‘geconjugeerd met’ een symmetrische relatie is, blijkt
eerst uit stelling VI.

GEVOLG 6. Een lijn door het middelpunt die een koorde halveert, halveert geen
andere koorden dan die welke met eerstgenoemde koorde evenwijdig zijn.

GEVOLG 7. Een lijn door de middens van twee evenwijdige koorden die verlopen
binnen één tak van een hyperbool of tussen twee verschillende takken, gaat door
het middelpunt en is dus een middellijn. Tevens volgt hieruit hoe men van een
gegeven hyperbool of van tegengestelde hyperbolen willekeurige middellijnen
kan vinden en tevens de rechten die daarop geordend zijn aangebracht, alsook
het middelpunt

Stelling VI. Een lijnstuk dat gaat door een punt op de hyperbool, begrensd
wordt door de asymptoten en door dit punt wordt gehalveerd, raakt in dit
punt aan de hyperbool en omgekeerd, een lijnstuk dat begrensd wordt door
de asymptoten en in een punt aan de hyperbool raakt, wordt door dit punt
gehalveerd.

GEVOLG 1. Zie figuur 2.10. Hierin raakt APB de hyperbool in P. Het lijnstuk
FDEC loopt evenwijdig met APB. De punten A, B, C en F liggen op de asymp-
toten en D en E op de hyperbool. Er geldt dan CD-DF = DF-FE = FE-EC
= EC-CD = AP? = PB2.
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FIGuuRr 2.11.

GEVOLG 2. Een lijnstuk gaande door het uiteinde van een middellijn, begrensd
door de asymptoten en evenwijdig met een koorde die door deze middellijn wordt
gehalveerd, raakt in het eindpunt van deze middellijn aan de hyperbool.

GEVOLG 3. a. Alle koorden, evenwijdig aan een raaklijn, worden gehalveerd
door de middellijn die gaat door het raakpunt op deze raaklijn.
b. In één punt van de hyperbool is slechts één raaklijn mogelijk.

Aan het slot van dit gevolg kent Jan de Witt aan de eerder ingevoerde afgesneden
(transversale) middellijn en de ‘tweede’ (daaraan toegevoegde) middellijn een
lengte toe. Figuur 2.11 licht dit toe.

a. Wanneer P de top is op de transversale middellijn M P van een hyperbool
en P’ de bijbehorende top is op de tegengestelde hyperbool, dan noemt men
PP’ (het dubbele dus van M P) de lengte van de transversale middellijn.

b. De aan PP’ toegevoegde middellijn verloopt evenwijdig aan de raaklijn
in P aan de hyperbool. De lengte van deze tweede middellijn wordt nu
gedefinieerd als de lengte van het deel van deze raaklijn in P dat ligt tussen
de asymptoten; in figuur 2.11 is dat dus AB.

¢. De parameter (latus rectum, rechte zijde) p behorende bij de gekozen trans-

versale en tweede middecllijn (in deze volgorde), wordt gedefinieerd als de
derde evenredige bij PP’ en AB, dus door PP’ : AB = AB : p.

Stelling VII. a. Een rechte die getrokken wordt door het eindpunt van een
transversale (dwarse) middellijn, evenwijdig aan de raaklijn in de top, raakt aan
de tegengestelde hyperbool (= de andere tak).

b. Indien men een willekeurige transversale middellijn aanneemt en op de daar-
aan toegevoegde tweede middellijn een rechte geordend aanbrengt, dan is deze
laatste rechte evenwijdig met de transversale middellijn waarvan men uitging.
Ter toelichting dient figuur 2.12. Hierin is PP’ de transversale middellijn waar-
van men uitgaat, @QQ' de daaraan toegevoegde middellijn en AB daarop geor-
dend aangebracht. De bewering is nu dat AB//PP"'.
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FIGUUR 2.12.

FiGuur 2.13.

Vraagstuk 1. Bij (in ligging en grootte) gegeven toegevoegde middellijnen van
een hyperbool de toegevoegde assen daarvan te construeren.

Stelling VIII. Zie hiervoor figuur, 2.13. Hierin zijn M A en M D de asymptoten
van de hyperbool; APB en CQD raken de hyperbool resp. in P en Q. De stelling
houdt dan in:

a. Opp. AMAB =opp. AMDC d. AS:SB=DS:S8C
b. AM-MB=MC-MD e. AP:PS=DQ:QS
c. AC:CM =DB:BM

Stelling IX. Zie figuur 2.14. Hierin is P’M P een transversale middellijn met
lengte 2a. Daaraan is APB geordend toegevoegd en raakt dus in de top P
aan de hyperbool; APB heeft de lengte 2b. CDE is een willekeurige op P'M P
geordend aangebrachte rechte. PH heeft de lengte van de parameter (= 2b2/a).

De bewering is dan: AB? : P'P2 = p: 2a = ED?: P'D . PD.

GEVOLG 1. Een methode om van een gegeven hyperbool de asymptoten te
construeren.
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Ficuur 2.15.

GEVOLG 2. Zie weer figuur 2.14. De bewering is: ED? = PD - DK.
Opmerking: Deze stelling geeft Jan de Witt aanleiding om een verband te leggen
tussen ‘zijn’ hyperbool en die van Apollonius. Voor details zie aantekening [2.29]
en Appendix ITB onder hyperbool.

GEVOLG 3. Zie nogmaals figuur 2.14. Hier is ST evenwijdig getrokken aan ED.
Er geldt dan: ST?: P'T - PT = ED?: P'D - PD.

Stelling X. Zie figuur 2.15. Hierin zijn M B en MC de asymptoten van een
hyperbool, MP is een willekeurige transversale middellijn met top P; BAC
raakt deze kromme in A; AD is geordend aangebracht op de middellijn M P;
BAC en MPD snijden elkaar in Q. De stelling luidt dan: MP? = MQ - MD.

Stelling XI. Zie figuur 2.16. Hierin zijn M B en MC de asymptoten van een
hyperbool. MP is een willekeurige transversale middellijn met top P; BAC
raakt deze kromme in A; AD is geordend aangebracht op de met M P geconju-
geerde middellijn MT; BAC en MT snijden elkaar in Q.

De stelling luidt dan: MP? = MQ - MD.
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FIGuuR 2.16.

Ficuur 2.17.

Uit Stelling X en Stelling XI leidt Jan de Witt dan een methode af om vanuit een
gegeven punt (op of buiten een hyperbool) de raaklijn(en) aan deze hyperbool
te construeren.

Hoofdstuk III

In dit hoofdstuk wordt een kromme beschreven die later zal blijken een ellips te
zijn. De voortbrenging door Jan de Witt verloopt op de volgende wijze.

Uitgangspunt is een hoek met hoekpunt M en benen [ en m (zie figuur 2.17).
Een lijnstuk AB heeft één eindpunt in A, het andere in B. Op AB of op het
verlengde van AB, dan wel van BA, kiest men een punt P. Het gaat nu om de
baan van P als AB zodanig beweegt dat A steeds ligt op ! (of het verlengde
daarvan) en B steeds op m (of het verlengde daarvan).

Het punt P heet het werkpunt, het lijnstuk AB heet de beschrijvende; de
lijnstukken PA en PB noemt men de intervallen. M krijgt (voorbarig) de naam
middelpunt.

Wanneer men langs [, ter weerszijden van M het lijnstuk PB uitzet (met
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Ficuur 2.18.

P

FiGuur 2.19.

eindpunten A’ en A”), dan noemt men het lijnstuk A’A"” de ‘richtlijn’ (zie
figuur 2.18). Analoog kan men langs m, ter weerszijden van M het lijnstuk PA
uitzetten (met eindpunten B’ en B"); ook dan noemt men het lijnstuk B'B" de
(bijbehorende) richtlijn. Men zegt dat de beschrijvende AB ‘in de beginstand
is’, indien deze loodrecht staat op de richtlijn. Het dubbele van M P in die stand
noemt men ‘de secans’. Men zegt dan dat ook het werkpunt in de beginstand
is (zie figuur 2.18).
Voor deze kromme geldt:

Stelling XII. Wanneer men door een willekeurig punt P op de kromme een
rechte trekt, die evenwijdig is met de secans en de richtlijn snijdt in P’, dan
geldt (zie figuur 2.19, hierin is HH' de secans en GG’ de richtlijn):

PP?:G'P'-P'G=MH?: MG

OPMERKING: deze stelling geeft Jan de Witt aanleiding om een verband te
leggen tussen ‘zijn’ ellips en die van Apollonius. Voor details zie aantekening
[3.5], [3.10] en Appendix IIB onder ellips.

Nu voert hij de volgende namen in:

Allereerst ‘geconjugeerde middellijnen’ voor de richtlijn en de secans, maar di-
rect daarna bij uitbreiding van dit begrip: twee middellijnen (dat wil zeggen
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Ficuur 2.20.

lijnen door het middelpunt), zeg HH' en GG’ (zoals in figuur 2.19) heten on-

derling toegevoegd, indien voor het lijnstuk PP'//HH' met P op de kromme
en P' op GG', geldt:

PP?.G'P'-P'G=MH?: MG

GG’ heet dan transversale (dwarse) middellijn en HH' heet tweede middellijn.
Een lijnstuk door het middelpunt M en aan beide zijden begrensd door de ellips,
heet ‘middellijn’ zonder meer.

Het lijnstuk dat de derde evenredige is bij een transversale middellijn en
de bijbehorende tweede middellijn, wordt de daarbij behorende rechte zijde of
parameter genoemd. Stelt men in figuur 2.19: GG’ =2a, HH' =2b en de para-
meter p dan geldt dus: 2a: 2b = 2b: p en dus p = 2b%/a.

N.B. Deze parameter hangt dus mede er vanaf welke middellijn men als trans-
versale wenst te beschouwen en welke men ziet als tweede middellijn!

GEVOLG 1. In een ellips is van twee toegevoegde middellijnen de transversale
tevens tweede middellijn en omgekeerd.

GEVOLG 2. Wanneer men een lijn trekt door het werkpunt in de beginstand,
evenwijdig aan de richtlijn, dan raakt deze in dit punt aan de ellips en heeft
verder geen punt met de ellips gemeen.

GEVOLG 3. Wanneer men in een ellips twee lijnstukken aanbrengt vanaf een
punt op een middellijn naar de omtrek van de cllips - zeg P'P en Q'Q, zoals in
figuur 2.20 - evenwijdig aan de toegevoegde middellijn, dan geldt daarvoor

PP :Q'Q*=G'P-PG:G'Q-QG.

GEVOLG 4. Koorden die geordend zijn aangebracht op een middellijn (dat wil
zeggen evenwijdig met de toegevoegde middellijn) worden door deze middellijn
gehalveerd.

OPMERKING: Eerst nu is de naam middellijn gerechtvaardigd.
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FIGUUR 2.21.

GEVOLG 5. Geordend aangebrachte koorden kunnen de ellips in niet meer dan
twee punten snijden.

GEVOLG 6. Zie figuur 2.21. Hierin zijn OB en CD onderling loodrechte mid-
dellijnen (assen), BF raakt in B aan de ellips en BF heeft de lengte van de
parameter, berekend met OB als transversale middellijn en CD als tweede mid-
dellijn, dus CD? = OB - BF; P is een willekeurig punt op de ellips en PS is
loodrecht op OB getrokken. De bewering is nu: PS? = QS - SB.

Ook dit is aanleiding voor Jan de Witt om verband te leggen tussen ‘zijn’
ellips en die van Apollonius. Voor détails zie aantekening [3.13] en Appendix II
onder ellips. Jan de Witt bewijst deze stelling voor het geval dat OB en CD
onderling loodrechte assen zijn, maar neemt verder aan dat de stelling ook geldt
voor willekeurige toegevoegde middellijnen.

GEVOLG 7. Een methode om bij gegeven toegevoegde middellijnen de bijbe-
horende ellips te beschrijven, dat wil zeggen de ‘hoek’ te bepalen, alsook de
intervallen, waardoor de ellips punt voor punt te construeren is.

Stelling XIII. In een ellips treedt elke middellijn op als transversale middellijn
en heeft een daaraan toegevoegde tweede middellijn.

GEVOLG 1. Een methode om uitgaande van twee toegevoegde middellijnen de
assen van een ellips te construeren.

GEVOLG 2. Elke middellijn wordt door het middelpunt gehalveerd. Dit recht-
vaardigt eerst nu de naam ‘middelpunt’.

GEVOLG 3. Van ieder paar toegevoegde middellijnen is de transversale middel-
lijn tevens tweede middellijn en omgekeerd.

GEVOLG 4. Een rechte, getrokken door het uiteinde van een transversale mid-
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Figuur 2.22.

dellijn, evenwijdig aan de bijbehorende tweede middellijn (oftewel geordend aan-
gebracht) raakt in dit punt aan de ellips, heeft verder geen punt met de ellips
gemeen en valt dus verder geheel daarbuiten.

GEVOLG 5. Een koorde die geordend is aangebracht op een willekeurige mid-
dellijn valt geheel binnen de ellips.

Stelling XIV. Een koorde die twee punten op een ellips verbindt en gehalveerd
wordt door een middellijn, gaat ofwel door het middelpunt of is geordend aan-
gebracht op de genoemde middellijn, dat wil zeggen evenwijdig met de daaraan
toegevoegde middellijn.

GEVOLG 1. Indien een middellijn een koorde halveert die niet door het middel-
punt gaat, dan zal deze middellijn ook alle koorden halveren die evenwijdig zijn
aan eerstgenoemde koorde.

GEVOLG 2. Indien een rechte twee onderling evenwijdige koorden halveert, dan
gaat deze rechte door het middelpunt en is dus een middellijn.

GEVOLG 3. Een koorde die twee willekeurige punten op een ellips verbindt, valt
geheel binnen deze ellips.

Vraagstuk II. Bij een gegeven middellijn de toegevoegde middellijn te construe-
ren.

Stelling XV. In een punt op een ellips is de rechte die daar geordend is aan-
gebracht op de middellijn door dit punt, de enige raaklijn in dit punt.

GEVOLG. In een ellips zijn koorden, evenwijdig aan een raaklijn, ook evenwijdig
aan de middellijn die toegevoegd is aan de middellijn die door het raakpunt
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y-as

FIGUUR 2.23.

gaat en dus zijn zij geordend aangebracht op de middellijn door het raakpunt
en worden zij daardoor gehalveerd.

Stelling XVI. Zie figuur 2.22. Hierin is AM B een willekeurige middellijn van
een ellips met middelpunt M. De raaklijn in een punt T snijdt deze middellijn
in P. Door T is ook op AMB een rechte geordend aangebracht; deze snijdt
AMB in S. De bewering is nu: MP-MS = MB2.

Ook het omgekeerde geldt: Indien TS geordend is aangebracht op de mid-
dellijn AMB en indien MP-MS = MB?, dan raakt TP in T aan de ellips.

GEVOLG. Een methode om vanuit een gegeven punt een raaklijn aan een ellips
te construeren.

Hoofdstuk IV

Dit hoofdstuk heeft als titel ‘Een andere methode om in het platte vlak een para-
bool, een hyperbool en een ellips te beschrijven’ en het bestaat dienovereenkoms-
tig uit drie onderdelen.

A. In het eerste deel wordt een manier uiteengezet om een parabool te beschrij-
ven, die in onze notatie neerkomt op het volgende (zie ook figuur 2.23): In een
rechthoekig assenkruis met oorsprong A is de rechthoekige driehoek ABC ge-
geven, met de onderling gelijke zijden AC en AB langs de positieve z-as, resp.
positieve y-as. De hypotenusa BC daarvan verplaatst zich met behoud van
richting en sleept dan de lijn door C, evenwijdig met de y-as, met zich mee.
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Het punt B sleept — evenwijdig aan de z-as — een lijnstuk BK van constante
lengte p met zich mee. Het gaat nu om de baan van het snijpunt O van de om A
ronddraaiende lijn AK met de lijn door C die zich evenwijdig aan de positieve
y-as verplaatst. Deze baan blijkt dan een parabool te zijn.

Terloops merkt Jan de Witt op dat het snijpunt @ van BC en AK daarbij een
hyperbool beschrijft. Tevens vermeldt hij dat gelijksoortige conclusies gelden
indien de drichoek BAC niet gelijkbenig is en ook wanneer het lijnstuk met
lengte p niet uitgezet wordt vanuit B, maar vanuit het punt B’ dat zich op een
vaste afstand van B bevindt en met B langs de y-as schuift (zie figuur 2.24).

B. Hier grijpt Jan de Witt terug op het begin van hoofdstuk I. Daar wordt met
een gegeven richtlijn, interval en bewegende hoek volgens een bepaald procédé
een kromme beschreven. Hierbij is de bewegende hoek in de beginstand gelijk
aan de hoek die het interval maakt met de richtlijn (beide aan dezelfde kant van
het interval). Deze kromme blijkt dan een parabool te zijn. Een voor de hand
liggende vraag is dan: ‘wat gebeurt er als de genoemde hoeken niet gelijk zijn?’
In hoofdstuk I stelt Jan de Witt dit probleem inderdaad aan de orde, maar zegt
erbij dat hij dit zou kunnen behandelen, maar een andere aanpak prefereert, nl.
die waarbij nu niet een hoek ronddraait die een rechte voortschuift, maar een
waarbij een rechte ronddraait die een hoek voortschuift. In dit hoofdstuk IV
komt hij op dit vraagstuk terug en hij laat zien dat het geval van ‘verschillende
hoeken’ — behandeld op de wijze van hoofdstuk I — inderdaad ook leidt tot een
hyperbool.

Als ‘toegift’ behandelt hij dan nog drie constructies van een hyperbool en wel
in de volgende gevallen:

i. de raaklijn in een top staat loodrecht op een asymptoot.
ii. de bewegende hoeken zijn recht.
iii. de beschrijvende in de beginstand staat loodrecht op de richtlijn.

C. In dit deel worden nog enkele andere manieren behandeld om een ellips te
beschrijven.

i. Opeenlijnstuk AB ligt tussen A en B het punt M, waarbij niet noodzakelijk
geldt AM = MB. Door M gaan twee onderling loodrechte lijnen EMF en
CMD. Door A, resp. B worden lijnen | en m getrokken, evenwijdig met
resp. EMF en CMD (zie figuur 2.25). Het gaat nu om de baan van het
snijpunt S van ! en m als AM B om M wentelt en steeds op analoge wijze
lijnen !’ en m' worden getrokken door A en B in hun opvolgende standen.

Deze baan blijkt een ellips te zijn met middelpunt M, de assen daarvan
vallen langs EM F en CM D; Jan de Witt wijst erop dat de baan een cirkel
is indien AM = MB.

ii. Vervolgens beschouwt Jan de Witt het geval waarin de hoek AM B geen ge-
strekte hoek is (zie figuur 2.26) en construeert bij deze situatie een kromme
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Xx-as

FIGUUR 2.24.

op de volgende wijze: door A wordt een lijn I loodrecht op M A getrokken,
die de drager m van M B snijdt in S. Nu laat hij de hoek AM B wentelen
om O. We beschouwen eerst de getekende stand A’M B’. Hier wordt de lijn
I' getrokken evenwijdig met ! en de lijn m’, evenwijdig met m. Het snijpunt
zij §’. Het gaat nu om de baan van het punt S’ als AM B wentelt om M
en steeds lijnen analoog aan I’ en m' worden getrokken. Deze baan blijkt
eveneens een ellips te zijn met middelpunt M. MJS is hiervan een halve
middellijn. De hieraan toegevoegde middellijn verloopt evenwijdig aan AS.
De lengte hiervan is het dubbele van het lijnstuk MG, waarbij G zodanig
is gekozen op het verlengde van AM dat de projectie van G op m valt in
het punt B. Jan de Witt wijst erop dat de baan van S bestaat uit twee
rechten evenwijdig met m indien de hoek AM B recht is.

FIGUUR 2.25.
33



iii.

FiGguur 2.26.

Tenslotte zegt Jan de Witt dat hij de als eerste genoemde methode van
voortbrengen van een ellips, nl. die waarbij de ellips gegenereerd werd door
de beweging van een punt op één lijnstuk, ook zou kunnen toepassen op
de voortbrenging van hyperbolen en parabolen. Hij vindt echter dat hij nu
voldoende gezegd heeft over het voortbrengen van parabolen, hyperbolen
en ellipsen en gaat over tot het tweede deel, waarin de behandeling van
krommen door middel van vergelijkingen centraal zal staan.
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3. Tekst en vertaling
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De Zeerdoorluchtige, Zeergeleerde Heer
De Heer Franciscus van Schooten,

wordt zeer gegroet door
Johannes de Witt

De Ouden hebben, althans naar mijn mening, voldoende duidelijk de ware en
wezenlijke aard en de voornaamste eigenschappen van de rechte lijnen en de
hoeken die zij insluiten, alsook van de rechtlijnige figuren die daaruit ontstaan,
evenals van de cirkels, overgeleverd.

Door de jongeren is uitgebreider en duidelijker getoond op welke wijze uit
deze overgeleverde wetenschap, ja al uit weinige fundamentele grondbeginselen
daarvan, willekeurige vlakke problemen* kunnen worden opgelost en ontrafeld
en in het algemeen alle problemen die men wenst op te lossen bij de bestude-
ring en bij het leren kennen van rechte lijnen, hoeken en rechtlijnige figuren,
alsook cirkels en wel met een zekere algemene methode, door het opstellen van
vergelijkingen en het oplossen daarvan.

Het is dan ook zo dat ieder die slechts matig is ingewijd in de genoemde
regels van de oude en de jongere wiskundigen in staat is — wanneer zelfs maar
één cirkel gegeven is, hoe klein of groot - daarmee zeer gemakkelijk alle vlakke
problemen alleen met rechte lijnen op te lossen**.
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Clariffimo, Doétiffimoque Firo,
D>.FRANCISCO 3 SCHOOTEN,

IJOHANNES DE WITT
s. . D.

N AN que, quos comprebendunt, ut &’
NS fignraram vellilinearnm , que
=N inde naftuntur , nec noi Circn-
i lorum naturam veram atque in-
= trinfecam , proprietate(gue pr -
cipnas, meo quidem judicio, fatis perpicuc tradi-
derunt Antiqui, ac quo pacto ex ifdem traditis
im0 ex pancis & principalioribus eorundem
principits , qualibet Problemata Plana, ac gene-
raliter quecunque in linearnm veClarum , anguy-
lorum, figurarumque rekilinearnm, nec non Cir-
culorum contemplatione €’ cognitione defidera-
vi quennt , refolvantur atque ervantur, univer-
Jali quadam via & Methodo Analytica, per
A quationmm inventionem, harumque refolutio-
nem,plenins planinfque 4 Recentioribus oftenfuin
efty .Adeo ut vel unico Circulo dato, ntut exigno
ant ingenti, quecnngue Problemata Plana per
Jolas lineas rectas wnnfquifque,in dictis Antiguno-
ram Recentiorumqne Geometrarum praceptss
wmediocriter verfatus , facillimé refolvat ; ac pr;)-

2 snde
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Daarom heb ik het steeds overbodig en zinloos geacht om op dit gebied meer

of op andere wijze verkregen — stellingen en bewijzen te verlangen.

Toen ik echter de leerboeken van de overige kromme lijnen, voor zover deze
door de Ouden zijn overgeleverd en door de jongeren zijn verklaard, nauwkeu-
riger bestudeerd had, achtte ik het volslagen in te gaan tegen de natuurlijke
orde, die men in de wiskunde zoveel mogelijk in acht moet nemen, dat men de
oorsprong van deze krommen zoekt in een ruimtelijk lichaam en deze vervolgens
overbrengt naar het platte vlak.

Zo kwam het dat ik ook de bewijzen die in deze leerboeken worden geleverd,
op vele plaatsen om dezelfde reden én wegens de uiteenlopende wijzen van rede-
neren waarop zij vaak berusten, moeilijk te begrijpen vond en wegens de lange
reeks stellingen achtte ik deze ook hoogst onaangenaam voor de lezers en een
last voor het geheugen.

Door deze wijze van beschouwen aangespoord echter, heb ik reeds lang gele-
den, toen ik de tijd had om mij toe te leggen op de studie van de humaniora en
de vrije kunsten, bemerkt dat niet alleen de krommen die men in het algemeen
‘kegelsneden’ noemt, maar kort en goed, alle vlakke krommen, van welk geslacht
[1.20] dan ook, op velerlei wijzen voortgebracht worden door verschillende ma-
nieren van doorsnijding van lichamen die op allerlei wijzen zijn samengesteld of
gevormd.

Ik bemerkte echter tevens dat elk van hen ook op oneindig veel wijzen in
het platte vlak kan worden voortgebracht en dat hun aard en eigenschappen uit
deze voortbrengingswijze veel gemakkelijker kunnen worden afgeleid dan via de
doorsnijding met lichamen en ik ben er vast van overtuigd dat er geen andere
oorzaak is van het feit dat door niemand tevoren van de krommen van het
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inde de iifdem vel plura el alio modo propofits
ac demonflrata quadam defiderare , &5 fuper-
vacunm & ineptnm femper exiftimavi. At ve-
70 cum caterarum linearam curvarum Elemen-
ta,prout a [ eteribus tradita atque a Recentiori-
bus explicata funt,diligentins conftderaffem,ori-
ginem earnm ¢ [olido peti atque inde ipfasin pla-
num transfervi naturali ovdini, qui in AMathe-
maticts quam maximé obfervandms eft , omnino
contravium duxi ; quemadmodum €9° demon.
[trationes indifdem Elementis propofitas , multis
a2 locis eadem de canfa &5 propter varias ratio-
num compofitiones , quibus fiepe innituntuy , [4b-
obfeuras, ac longa Propofitionnm ferie Lectori-
bus tadio memoriaque oneri efle judicavi. Atque
ed quideém contemplatione excitatus jampriden ,
dum fudiis humanioribus. Liberaliumqne Ar-
tinin doltrince incumbere mihi otinm erat , anim-
adverti, non eas [olum , quas vulgo. Coni fe-
Giones appellarunt , fed & omnes omnino. cnr-
vaslineas, cujufCunque fint generis , multiplici-
ter quidem ex varia corporum diverfimodé com-
pofitornm ant Sfiguratorum fectione gigni , at ve-
70 earundem [ingalas infinitis. quoque, modis in
plano generari, ipfarum-autem naturam €9° pro-
prietates ex ea generatione multd facilins guam
ex corporum [éCtione deduci, ac firmiter mihi per-
Siafumbabea, nullam aliam effe canfam , qnod
linea-.
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tweede geslacht en hogere graden het ontstaan, de aard, de eigenschappen en het
wezen, alsook een nauwkeurige opsomming van de soorten uiteengezet en bewe-
zen zijn, dan het feit dat daarbij zowel in de behandeling van het ontstaan en
de voortbrengingswijze alsook bij het bewijs van het wezen en de eigenschappen
van de vlakke krommen van het eerste geslacht, afgeweken is van de natuurlijke
en eenvoudigste weg, daar immers de beschouwing ervan, zoals zij in het platte
vlak op zeer eenvoudige wijze en wel op verschillende manieren worden voortge-
bracht, het begrip en het inzicht in het ontstaan van vlakke krommen van het
tweede geslacht als het ware vanzelf met zich meebrengt.

Wanneer Gij nu de beschikking wenst te krijgen over datgene wat ik vroe-
ger, toen ik daarvoor de tijd had, hierover bedacht heb, welnu, mijn zeer ge-
waardeerde vriend Van Schooten dan zal ik naar vermogen aan Uw verlangen
voldoen; wat ik over hetzelfde onderwerp eens heb geschreven en bijna geheel
geordend aantrof, zend ik U nu reeds toe en ik stel het geheel tot Uw beschik-
king. Het overige dat slechts gedeeltelijk is uitgewerkt, zal ik, indien tenminste
belangrijkere bezigheden dit toelaten, bijeenbrengen en in de juiste volgorde
rangschikken en ik ben voornemens U dit, wanneer het bijeengebracht en geor-
dend is, te zijner tijd eveneens toe te sturen. Het ga U wel.

’s-Gravenhage, viii oktober van het jaar MDCLVIII
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linearum curvarnm [ecundi generis ulteriorum-
que grzz.r{uum ortus , nattra, Proprietm yatque
effentia, cum exalla[pecierum ennmeratione , a
nemitne antehac explicata ac demonftrats fint,
quan quod tam in trattatione ortus &5 genera-
tionis , quam in demonftratione effentice ac pro-

rietatum linearwin corvarwm primi genevis a
naturali 65 fimpliciffima via deflexum fit , nt-
pote cum earundem contemplatio , prout in plaio
fimpliciffimé €5° quidem diverfimodé generan-
tur , intelleClum &9° imaginationem ad genefin
Linearum corvarum [ecundi genevis quaft [ponte
ducat. Cumane corum , qua antehac, dum per
otinm licuit, e0 [peCtantia meditatus fism,tu nunc
amiciffime Schooteni, copiam tibi fieri defideres,
en, quantnminme eft, defiderio tuo [atisfacio,
queque de codem argumento a me quondam con-
firipta ac penein ordinemvedaltainveni , jam
tibimitto , tuigne omnino juris facio, cetera an-
tem , qua [par(fm tantum annotata funt, i modo
graviora id ferent negotia, recolligam , debito-
que ordine conjungam; recolletta,atque ordinata
[0 quoque tempore. tibi miffurus , Vale. Hage
Com.vix1 Olfobr. Anm M. DC. LVIIL
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* Vlakke problemen (problemata plana) zijn problemen die opgelost kun-
nen worden door uitsluitend gebruik te maken van liniaal en passer. Daarnaast
kende men ook ruimtelijke problemen (problemata solida) waarbij voor de op-
lossing het gebruik van kegelsneden vereist is. Tenslotte waren er nog lineaire
problemen (problemata linearia), bij de oplossing waarvan ‘hogere’ krommen
een rol speelden, zoals spiralen, quadratrices, conchoiden en dergelijke.

** De achtergrond van deze opmerking is waarschijnlijk het volgende: reeds
in de OQudheid vroeg men zich af welke constructies uit de vlakke meetkunde
uitgevoerd kunnen worden met gebruik van een liniaal en een passer met een
constante opening. De reden voor deze vraagstelling was waarschijnlijk de ge-
dachte dat deze constructies nauwkeuriger zouden zijn. De eerste die een groot
aantal problemen op deze wijze oploste was ABU’L-WAFA’ (940-997). Later
zou BENEDETTI (1530-1590) de vraag stellen naar alle vraagstukken uit de
‘Elementa’ van Euclides die op deze wijze kunnen worden aangepakt. Qok
TARTAGLIA (1499-1557) en FERRARI (1522-1565) hielden zich hiermee bezig.
Uiteindelijk werd het probleem opgelost door de Deen GEORGE MOHR (1640-
1697) in zijn ‘Euclides Danicus’ van 1672.

Het probleem werd gegeneraliseerd door PONCELET (1788-1867) die aan-
toonde dat alle constructies die met passer en liniaal kunnen worden uitgevoerd,
ook mogelijk zijn met een liniaal alleen, als er in het vlak een vaste cirkel met
zijn middelpunt gegeven is. Uiteraard is daarbij bedoeld de constructie van
alle punten die men ook met passer en liniaal zou kunnen construeren. Het
beschrijven van cirkelbogen is vanzelfsprekend uitgesloten.

Ock JAKOB STEINER {1769-1863) gaf hiervan een bewijs in zijn boek ‘Die
geometrischen Konstruktionen ausgefiihrt mittelst der geraden Linie und eines
festen Kreises, als Lehrgegenstand auf hoheren Unterrichtsanstalten und zur
praktischen Beniitzung.” (1833). Het is waarschijnlijk dat de opmerking van Jan
de Witt slaat op wat Mohr bewezen heeft en dat ‘unico Circulo dato’ verwijst
naar een passer met constante opening, die dus eenduidig een cirkel bepaalt
indien het middelpunt daarvan gegeven is. Of zou Jan de Witt voorzien hebben
wat Poncelet en Steiner later bewezen hebben?
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Jan de Witt’s

Grondbeginselen van de Kromme Lijnen

Eerste Boek

Hoofdstuk 1

Definities (1)
I

[159] Laat langs een vaste rechte een andere rechte zich verplaatsen door middel van
een vast punt hierop, zodanig dat deze laatste rechte steeds evenwijdig aan
zichzelf blijft [1.1] of met zichzelf samenvalt en laat bij deze zelfde beweging een
hoek [1.2] om een vast punt (samenvallend met het hoekpunt) draaibaar zijn,
waarbij de (bewegende, vert.) lijn één been van deze hoek - dat steeds door
het genoemde bewegende punt gaat - met zich meevoert en laat zo tegelijkertijd
door het snijpunt van het andere been met de genoemde (bewegende, vert.)
rechte een kromme beschreven worden. De rechte die, zoals hierboven gezegd
is, steeds evenwijdig aan zichzelf beweegt of met zichzelf samenvalt, zal dan de
beschrijvende genoemd worden [1.3].

I
De andere rechte echter, die vast blijft, zal de richtlijn genoemd worden.

II1

De hierboven genoemde hoek en zijn nevenhoek zullen onder de naam bewegende
hoeken optreden.
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159
JOHANNIS DE WITT

ELEMENTA

C VRV ARV M
L I N E ARV M

LIBER PRIMUS.

Carur L

DEFINITIONES PRIMA,

L

2R I per reCtam lincamimmotam altera
g) recta certo fui puncto fibifemper pa-
, ?; g rallelamoveatur autincedat, codem-
¢ queillo motu anguli cujufdam reili-
2, ) g nei, circa pun¢tum fixum (quod idem
2} fit cum ejus vertice ) circulariter mo-

, =& bilis, crus unum femper per prazdi-
Qum mob11e pun¢tum cranfiens fecum ducat, atqueita
fimal cruris alterivs, & di&e linez incedentis interfe-
&ione curvadefcribatur linea ; refta, que, uti prediGtum
eft, fibi femper parallela movetur autmccdlt Defiri-
bens dicetur.

I1.

~ Alteraverd refta, immota manens, Direffrix voca-
bitur.

I
Przdictus autem angulus reilincus, atque is qui ei
eft deinceps , Anguloriim mobilinm nomine venient.

1V.
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[160]

v

De hoeken die de beschrijvende maakt met de richtlijn zullen de hoeken met de
richtlijn genoemd worden.

A%

Het vaste punt waarom de bewegende hoek ronddraait, zal de pool genoemd
worden.

VI

Het deel echter van de beschrijvende dat afgesneden wordt tussen de pool en de
richtlijn [1.4] zal het interval genoemd worden.

Vil

Het been van de bewegende hoek dat door de beschrijvende meegevoerd wordt,
zal het sleepbeen genoemd worden.

VIII

Het andere been echter, dat door de beschrijvende gesneden wordt, zal het
werkbeen genoemd worden en, na verlenging door het hoekpunt, de werklijn.

IX

Wanneer de beschrijvende door de pool gaat en dus ook met het sleepbeen
samenvalt, dan zullen we zeggen dat zowel de beschrijvende als het sleepbeen
alsook de werklijn en de gehele bewegende hoek in de beginstand verkeren en
wanneer zo zonder meer over deze sprake is, zullen we aannemen dat zij zich in
deze stand bevinden [1.5].

X

Wij zullen zeggen dat een willekeurige kromme - door de doorsnijding, zoals
boven vermeld, voortgebracht in het platte vlak - beschreven is door het be-
schouwde werkbeen en interval, zoals die optreden en met elkaar verbonden zijn
in de beginstand. Hierbij vormt het werkbeen met het interval - dat in die
stand zowel met de beschrijvende zelf als met het sleepbeen samenvalt - aan
beide kanten de bewegende hoek.
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160 ErrxmMmMm CurRvARUM

. IV,

At quos deféribens ad diretiricem efficit, Angnli ad
Direttricem dicentur.

V.

Pun@um fixum, circa quod angnlus mobilés circulari-
ter movetur , Polus nuncupabitur.

VI

Eaautem deferibentis pars, queinter Polum & dire-

ricemintercipitur , Intervallum nomimabitur.
' VIL

Crus anguli mobilis, quod deferibens fecum ducit,Craus

Patriens. :
VIIL

Alterumverd crus, quod a deferibente fecatur , Crus
Efficiens ,& per anguli verticem praductum, Linea Effi-
czens appellabitur.

IX. .

‘Cum deferibensper Polumtranfit, ac proinde & cum
crure patiente coincidic, -efle tam deféribentem quam
crus patiens , ut & lineam efficientem toramque angulum
mobilem in ffatione prima conftitutum dicemus ; ac quo-
ties de iis fimpliciter fermo eritin tali ipfas pofitione con-
fiderabimus,

X.

Quamlibetcurvam, interfeione, uti predictumeft,
in plano genitam , defcriptam dicemus, gfficzente atque
intervallo confideratis, ut exhibentur ac fibi invicem
junguntur in flatione prima ; aded ut efficiens cam inter-
vallo, quod tam cum ipfa deféribente quam cum crare
patiente in eadem ftatione coincidit, angulum mobilem
utrinque conflituat. -

Ut
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[161] Zie bijgevoegde figuren. Indien men zich denkt dat de rechte HG steeds even-
wijdig aan zichzelf beweegt door middel van een vast punt daarop - zeg H -
langs de vaste rechte EF en bij deze beweging met zich meevoert het been
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Lie L Cap I 16y

Vtin appofitis iiguris, fire@aHG fibifemper parallcla certo
fuipun&o, puta H, moveri concipiatur per immotam EF, co-
demque illo motu fecum ducere crus BHanguliHB G, circu-

.
3 g
3
. ;
3 .
E— d
g
. .
3

Pars I1.

lariter
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[162] BH van de hoek HBG die draait om het punt B z4 dat het been BH steeds gaat
door het genoemde punt H op HG en z6 dat tegelijkertijd door het snijpunt G
van het andere been BG met de genoemde de lijn HG de kromme BG beschreven
wordt, dan zullen zijn:

HG de beschrijvende.

EF de richtlijn.

HBG,HBP de bewegende hoeken.

FHG,EHG de hoeken met de richtlijn.

B de pool.

BD het interval.

BH het sleepbeen.

BG het werkbeen.

PG de werklijn.

DK de beschrijvende in de beginstand, ofwel de beschrijvende zonder meer.
DBC,DBA de bewegende hoeken in de beginstand.

AC de werklijn in de beginstand of de werklijn zonder meer.

We zullen zeggen dat de kromme BG beschreven is met de werklijn AC en het
interval BD. Het blijkt ook dat het sleepbeen BH samenvalt met het interval
BD wanneer de werklijn PG de stand van AC heeft en dat de beschrijvende HG
dan in de stand van DK is en dat door de werklijn en het interval aan beide
kanten de bewegende hoeken DBC en DBA gevormd worden.

Stelling I

Propositie 1

Wanneer met willekeurige werklijn en met willekeurig interval een kromme be-
schreven is dan zal deze - indien aan éénzelfde kant van het interval de bewegende
hoeken gelijk zijn aan de hoeken met de richtlijn - de volgende eigenschap heb-
ben:

Het vierkant op de rechte, getrokken evenwijdig aan de werklijn (i.s.p.) vanuit
een willekeurig punt op de kromme naar de beschrijvende (i.s.p.) heeft dezelfde
oppervlakte als de rechthoek gevormd door het interval en dat deel van de be-
schrijvende (i.s.p.) dat ligt tussen de pool en de getrokken lijn [1.6].

Laat met de werklijn ABC (i.s.p.), interval BD en richtlijn EF de kromme BG
beschreven zijn, z6 dat de bewegende hoek DBA gelijk is aan de hoek EDB
met de richtlijn en laat uit een willekeurig punt G op de kromme naar de be-
schrijvende (i.s.p.) DBK de lijn GK getrokken zijn, evenwijdig aan de werklijn
(i.s.p.) AC; ik beweer dan dat het vierkant op de getrokken GK gelijk is aan
de rechthoek DBK [1.7].
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lariter mobilis circa punétum B; ita ut idem crus BH femper
tranfeat per predictum ipfius H G pun@um H, fimulque alte-
rius cruris B G acdi@z linex H G interfeGione G defcribatur
curvalineaB G: erunt

H G deferibens.

EF direllrix.

HB G, HBP anguli mobiles.

F HG,EH G anguliad direttricem.

B Polus.

BD intervallum.

B H crus patiens.

B G crus efficiens.

P G lineacfficiens. :

D K defcribens in ffatione prima, (ive deferibens (impliciter.

D B C, D B A angulimobiles in [fatione prima.

A C cfficiens in fFatione prima, live efficiens fimpliciter.

Curvam BG, efficiente A C, intervalle vero BD defcriptam di-
cemus ; Etapparet, ciim efficiens P G eft in flatione A C, crauspa-
tiens BH coincidere cum sntervallo B.Djsac deferibentems H G tunc
effe in ftatione D K, atque per efficientems & sntervallnm conftitui
utrinque angulos mobiles D BC, D B A.

THEOREMA A L
Propofitio 1.

Quilibet efficiente, & quocunque zntervallo, {i anguls
mobiles zquales fintiis,qui 2d directricem funtab eafem
parte, curva defcripti, hocipfi proprium erit, ut que-
vis reta a quolibet curve pun&to ad defiribentemeffi-
cient: equidiftans applicata poffit rectangulum , fub 7»-
tervallo atqueea defcribentis parte, queinter Polums
& applicatam intercipitur,, contentum.

Sit efficiente A B C ,. intervallo BD , & direttrice L F delcripta
eurva BG;; itaut angulus mobilisD B A fitzqualis anguloED B.
ad dire€tricem . fitque d.pun&o G in curvautcunque affumpto ad
deferibentem DBK applicata re@ta GK efficients A C parallela:.
dico quadratum applicatz GK re@angulo D B K zqualceffe.

Con-
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[163] Laat immers zowel de bewegende hoek als de beschrijvende in de stand gebracht
zijn waarin zij waren toen door hun doorsnijding het punt G geconstrueerd werd,
bijvoorbeeld in de standen HBG en HIG: indien zowel de bewegende hoek
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Conftitutis enim tam angwlo mobili quim defcribente in ltatione
uti fuére, cim per ipfarum interfeGionem defcriptum eft pun-
&um G, velutiin HB G & HI G : fi tam angalus mobilis quam is
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[164] als die bij de richtlijn recht is, zoals in de eerste figuur, dan zal' HI staan tot
IB als IB tot IG, dat is? zoals DB staat tot GK en zoals GK tot BK en dus®
zal het vierkant op de rechte GK gelijk zijn aan de rechthoek DBK.

Maar indien elk van beide hoeken ABD en EDB scheef is, zoals in de overige
figuren, dan zullen de werklijn (i.s.p.) en de richtlijn na verlenging elkaar aan
die kant snijden waar de bewegende hoek en de hoek met de richtlijn scherp
zijn. Laat hun snijpunt L zijn. Aangezien zowel de hoeken LBD en LDB (op
grond van hun constructie) alsook de hoeken LIH en LHI (omdat DB en HI
evenwijdig zijn) onderling gelijk zijn*, zullen ook® zowel de lijnstukken LD en
LB alsook LH en LI en dus de overcenkomstige sommen® of verschillen® DH
en BI gelijk zijn.

Nu is echter de hoek DBH gelijk aan de hoek IBG, dat wil zeggen® BGK; dit
blijkt wanneer we bij de samenvallende of even grote hoeken DBI en HBG de
gemeenschappelijke hoek H BI optellen of ervan aftrekken. De hoek BDH is
op grond van de constructie gelijk aan de hoek DBI, dat wil zeggen” BKG;
daarom® hebben de driehoeken BDH en GK B dezelfde hoeken en dus® staat
BD tot DH oftewel BI - en dat is!® weer GK - zoals GK tot K B. Daarom zal,
zoals hierboven!!, het vierkant op de getrokken GK gelijk zijn aan de rechthoek
DBK. Hetgeen de bewering is.

Het blijkt dus dat de kromme die beschreven wordt door de doorsnijding zoals
die hierboven vermeld is, dezelfde is als die welke door de Ouden [1.8] parabool
werd genoemd; dat de pool hetzelfde punt is als de top, de beschrijvende lijn
in de beginstand dezelfde als die welke zij middellijn noemden of -indien de
bewegende hoeken recht zijn- de as; het interval echter hetzelfde als wat de rechte
zijde of -door nieuwere wiskundigen- de parameter genoemd werd behorende bij
deze middellijn of as, en de lijnen die evenwijdig verlopen aan de werklijn zijn
die waarvan men zei dat zij geordend aangebracht waren op de middellijn of de
as. Daarom moeten ook dezelfde namen aangehouden worden [1.9].

Gevolg 1

Daar de beschrijvende en de werklijn elkaar in willekeurige standen slechts in
één punt snijden, is het duidelijk dat de beschrijvende in willekeurige stand de
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* per Cor. quiad direltricem eltreCtus fit, utiin primafigura, erit 'ut HI
/et 2d 1B, italBadIG, idelt?, utD B ad GK, ita GKad BK.
2 per 34 ac proinde 3 quadratum re@z G K re@angulo D B K zquale
primi. erit. ’
SPTI7 Atverdfi obliquus fuerit uterque angulorum AB D, ED B,
fexti uti in czteris figuris, fecabuntfele efficsens & direétrix produ@a
ad eas partes, ubi angulus mobilis, isque quiad direttricem eft, acu-
4 per 29 ticrunt. fititaqué ipfarum interfectioin L puncto. Quoniam igi-
promi. tur tam anguli LBD, LD B, ex conftru&ione, quz‘lm LIH,
' P76 LHI, propter parallelas D B, HI, zquales funt4; erunt quo-
f"{:""énru que s tamlincz LD, LB, quim LH, L1; acproinde & com-
fiz 11 & pofite * vel refidnz * D H, B I ®quales. Cum autem , an-
fimili- gulisDBI,HB G iifdem, five zqualibus exiltentibus,addito *,
2‘:; ca. Vel ablato 4 communi angulo HBI, angulus DBH angulo
ib.fig. IBG,idcft ¢, BGK, hatzqualis, atqucangulus BDH ex
Iil &  conftructioneanguloD BI,ideft7,BK G, fitzqualis: erunt 8
};Xﬁ'ﬁ?t triangula BD H, G K B zquiangula, eritque proinde 2, utBD
bus. ad DH fiveBI, hoceft *°, ad |GK, ita.eadem GK adKB.
cincafu quare,utfupra **, quadratumapplicatz GK rectangulo DBK

fig. 1L & .
o811 % equaleerit. Quodeft propofitum.

din cafib. ﬁg. INiIv, aut fimilibus, 6 per 19\'primi. 7 perag -primi. 8_}"7 32 prind.
B pery fexti, 19 per 34 primi. 1t per 17 fexti.

Conftat itaque, curvam interfeCtione , uti prediGtum
eft, defcriptam, camipfam ‘efle, quz.Veteribus Para-
bola; Polumgue idem pun&dm quad vertex s Jineam au-
tem defcribentem inffatione prima candém que diame-
ter, aut {1 anguli mobiles reétifuerint, que axis ; inter-
vallnm verd idem quod latus reGum five recentioribus
Parameter ad eandem diametrum eundenivé axem per-
tinens; atque gfficzenti parallelas, leas, que ordinatim
ad diametrum vel axem applicatz dicebantur; quare &
cadem nomina retinento.

A

Corollarium 1.

Cumdeferibentis efficientisque inter{eio.quibufcunque ftationi-
busin uno tantim pun&o fiat,manifeltum cft,deferibentem in qua-

cunquc
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[165] parabool in slechts één punt snijdt, hetgeen betekent dat alle lijnen evenwijdig
aan de middellijn de parabool in slechts één punt snijden.

Gevolg 2

Wanneer de beschrijvende zich voortdurend verwijdert van de pool, zal de hoek
die het werkbeen maakt met de werklijn in de beginstand, steeds groter wor-
den, zoals bijvoorbeeld GBI; daarom is het duidelijk dat een willekeurig lijnstuk
getrokken van de pool naar een willekeurige punt op de kromme, zoals bijvoor-
beeld BG, geheel binnen de parabool valt, maar na verlenging, bijvoorbeeld tot
R, buiten de parabool valt.

Gevolg 3

Het staat bovendien vast dat de hoek GBK weliswaar onbeperkt verkleind kan
worden en kleiner gemaakt kan worden dan iedere vooraf gegeven hoek, maar
dat het werkbeen BG nooit met de beschrijvende BK (i.s.p.) kan samenvallen,
laat staan deze overschrijden: daartoe zou immers nodig zijn dat het sleepbeen
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cunque f{tatione, id
cft , reftas omnes
diametro aquidiftan-
tes , in uno tantim
punéto Parabolx oc-
currcre.

Corollarium 2.

Cumgque continuo
defcribentis 3 Polo re-
ceffu  major major-
que femper fiat an-
gulus, quem ¢rss effi-
ciens conftituit ad /-
neam efficientems in
Jratione prima, veluti
GBI, manifeflum
eft , quamlibet re-
&am i Polo ad quod-
libet curva pun&tum
duétam, ut, cx. gr.,
B G ,totarintra Pa-
rabolam, productam
autem, utiadR, ex-
tra Parabolam ca-
dere.

Corollarium 3.

Conhat praterca
angulum G B K in~
dehni¢ quidem di-
minui, omnirue pro-
pofito angulo reCti-
lineo minorem reddi
pofle; fed crus tamen

efficiens B G nunquam cum deferibente BX coincidere, multo m:-
nus ipfam tranfirc: adhoc enimneceflura foret, ut crus paticns

X3
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[166] BH evenwijdig zou zijn aan de richtlijn EF! of toch zeker zou vallen beneden
de rechte die vanaf de pool evenwijdig aan de richtlijn getrokken is, hetgeen
duidelijk onmogelijk is, daar dit {dat wil zeggen het sleepbeen, vert.) de richtlijn
steeds snijdt.

Gevolg 4

Daardoor is het ook duidelijk dat alle rechten die de as of de middellijn van
de parabool snijden na verlenging uiteindelijk de parabool ontmoeten. Laat
immers de rechte KX de middellijn BK M snijden en laat het werkbeen BG -
in zodanige stand dat de hoek K BG kleiner is dan de gegeven hoek MK X?2 -
de parabool snijden in het punt G. Aangezien nu de rechte KX het been BG
snijdt, zal hij dit ofwel snijden tussen B en G, in welk geval deze rechte na
verlenging ook de kromme BG zal snijden?, of hij zal dit been in het punt G
zelf snijden in welk geval deze rechte tevens de parabool daar zal snijden, of hij
zal tenslotte BG snijden voorbij G in welk geval hij in ieder geval de parabool
tevoren snijdt?.

Gevolg 5

Het is ook duidelijk dat alle lijnen die geordend zijn aangebracht [1.10] en aan
beide kanten door de parabool begrensd worden, door de as of de middellijn
worden gehalveerd. Immers indien NMO geordend is aangebracht, dan zullen
- omdat® zowel het vierkant op N M als dat op MO gelijk is aan de rechthoek
DBM - ook deze vierkanten onderling gelijk zijn en dus zullen ook de rechten
NM en MO gelijk zijn.

Gevolg 6

Het omgekeerde van het voorgaande is ook duidelijk, namelijk dat er bij een
parabool, behalve de rechten evenwijdig aan de werklijn (i.s.p.) geen andere
rechten mogelijk zijn die door de as of de middellijn gehalveerd worden. Laat
immers OQ - niet evenwijdig met AC - door de as of de middelliju BP ge-
halveerd worden in P. Wanneer men dan ON zou trekken evenwijdig aan de
werklijn (i.s.p.) AC, die dus eveneens door deze as of middellijn gehalveerd
wordt (en wel, vert.) in M8, dan zou OP staan tot PQ zoals OM tot M N:
dus’ zou de rechte door N en @Q evenwijdig zijn aan de middellijn en de parabool
snijden in twee punten N en (), hetgeen niet mogelijk is®.

Derhalve worden niet alleen alle geordend aangebrachte koorden door de mid-
dellijn gehalveerd, maar ook zijn alle koorden die door de middellijn gehalveerd
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BH direétrici EF foret parallelum *, aut certcut caderet infra
cam, qu a Polo direftricsequidiftans ducta cfler, quod pland im-
poflibile elt, cum dereétricems femper fecet,

Corollarium 4.

Idcoque apparet, rectas omnes, quz Parabolx axem vcl dia-
metrum fecant, productas tandem Parabolz occurrere. Secet
enim recta K X diametrum B KM, ac crus efficiens BG , in ca fta-
tione conftitutum , ut KB G angulus minor fit dato angulo
MK X #, perParabolam tranfeatin puncto G. Quoniam igitur
reta K X cruri BG occurrit, auteidem occurretinter B& G, -
quo cafu ipfa produttaetiam curve B G occurfura cft 3,aut eidem
in ipfo G puné&o occurret, quo cafu & fimul Parabole ibidem
occurret, aut denique ipfi B G occurret ad partes G producte,
quo utique cafu prius Parabolz occurret <.

Corollarium s.

Manifeftum quoqueclt, applicatas omnes, utrinque Parabol2
terminatas, abaxe autdiametro bifariam dividi. Vt, fiduafic
applicata NM O, quoniam * tam quadratum N M quimqua-
dracum MO zquale eft reGangulo D BM: erunt quoque eadem
quadrara inter fe zqualia, ac proinde & re€tz N M, M O zquales,

Corollarinum 6.

Patct quoque przcedentis converfum, nempe non pofle alias
re@as prater cas, qua efficients zquidiftant, in Parabolaab axe fi-
ve diametro bifariam fecari. Sicnim O Q_, quznon fit zquidi-
ftansipfi A C, ab axe five diametro B P bifariam divideretur in P,
duéd O N ¢fficients A C paralleld , quzque proinde ab eodem
axe five diametro bifariam quoque fecabitur in M, foret O P ad
PQ, ut OM ad MN: ideoque 7 du@a re@a per N & Q_effet
diametro parallela, ac Parabole occurreret in duobus punétis N
& Q. quod fieri non poteft 8.

Itaque non folim applicatz omnes a diametro bifa-
riam dividuntur , fed & quz 2 diametro bifecantur ad
can-
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[167] worden, daarop geordend aangebracht en indien de middellijn een willekeurige
koorde van de parabool halveert, dan zal hij ook alle daaraan evenwijdige koor-
den halveren.

Gevolg 7

Uit het bewezene volgt ook gemakkelijk dat de vierkanten op geordend aange-
brachte koorden zich verhouden zoals de delen van de middellijn tussen de top
en de snijpunten met deze koorden. Zo zal' - indien GK en NM geordend
zijn aangebracht - het vierkant op de rechte GK staan tot dat op NM zoals
de rechthoek DBK tot de rechthoek DBM, dat wil zeggen zoals BK staat tot
BM?2.

Gevolg 8

Uit de wijze van beschrijven zelf is het verder duidelijk dat de werklijn in de
beginstand, dat is de rechte die door de pool, oftewel de top, evenwijdig getrok-
ken wordt aan de geordend aangebrachte koorden de parabool ddar en verder
in geen enkel ander punt raakt, laat staan dat hij deze zou snijden.
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eandem ordinatim applicatz funt: & fi diameter re-
&am quamlibet in Parabola duam bifariam dividat
omnes quoque ipfi zquidiftantes bifariam fecabit.

- & Corollarium 7.
""-.,. D ;o 5 Ex demonftratis
E o quoque facil¢ colli-
., gitur, applicataram
ﬁi.g.l. e, & quadrata ad {c invi-
“~. | cemefle, ficut ad fe

A S X invicem funt diame-

" tri portiones intcr
verticem & applica-
tas interceptz. Vit
applicatz fint G K,
NM, crit * qua-'fert
dratum re@®z G K M-
ad quadratum ipfius
N M, ut reCtangu-
lum D B K ad re-
Gangulum D B M,
id eﬁ toutBK adifo
B M. [exu.

Corollarium 8.
Ex ipfa porro de-

fcriptione  manife-
ftum elt, efficrentern :n
Sratione prima , id cft,
re€tam, qua per Po-
lum five verticer ap-
plicatis zquidiftans
ducitur, ibidein Pa-
rabolam nec in a-
. lio preterea pun&?
o™ contingere , multo
R minds candem feca-

 $594
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[168] Wanneer men immers op de kromme een willekeurig punt aanneemt dat van
de pool B verschilt - zeg G - en daardoor het werkbeen trekt, bijvoorbeeld in
de stand BG, dan zal door dit been en de werklijn (i.s.p.) een hoek gevormd
worden, zeg GBC en dus zal het willekeurig gekozen punt G en dat betekent:
de gehele parabool, behalve de pool B, onder de werklijn (i.s.p.) ABC vallen.

Gevolg 9

Uit het voorgaande blijkt ook dat behalve de werklijn (i.s.p.) geen andere rechte
de parabool in de pool of top kan raken. Immers iedere andere willekeurige
rechte, getrokken door B, bijvoorbeeld PR, maakt met de werklijn (i.s.p.) AC
een hoek - zeg RBC; als nu vanaf de pool naar de richtlijn de rechte BH
getrokken wordt z6 dat de hoek DBH gelijk is aan de hoek RBC en door het
punt H een lijn evenwijdig aan de middellijn getrokken wordt - zeg HG - dan
zal deze een beschrijvende zijn en HBR de bewegende hoek, daar hij immers
gelijk is aan de bewegende hoek DBC; BR is dan echter het werkbeen en dus
ligt het snijpunt G van HG en BR op de parabool. Aangezien de rechte PR de
parabool niet alleen in B maar ook in G snijdt en de gehele rechte BG3 [1.11]
binnen de kromme ligt, zal de rechte PR de parabool niet raken, maar deze
snijden.

Derhalve zullen alle koorden van een parabool dic evenwijdig zijn aan de raaklijn
in de top, geordend zijn aangebracht op de middellijn oftewel door deze zelfde
middellijn gehalveerd worden en omgekeerd: een lijn getrokken door de top,
evenwijdig aan een willekeurige koorde die door de middellijn wordt gehalveerd,
raakt de parabool in de top.

Gevolg 10

Uit het voorgaande is het ook duidelijk hoe een parabool in het vlak te beschrij-
ven indien gegeven zijn: de ligging van de middellijn van de parabool, zijn top
en rechte zijde alsook de hoek die de geordend aangebrachte koorden maken
met deze middellijn. Laat immers van de te beschrijven parabool BK de mid-
dellijn zijn, de top B, de rechte zijde, die bij de middellijn behoort, BD (die op
de middellijn is afgepast in de juiste richting) en de hoek die de op genoemde
middellijn geordend aangebrachte koorden daarmee maken: ABK of CBK.
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re. Sumpto enim in cutva prater Polum B pun&o utcunque, velu=.
u G, fi crus efficiens eidem applicetur, utiin pofitione B G, confti-
tuetar ab ipio & efficiente angulus,ut G B C:atque aded pun&um,

G, utcunque fumnprum, id eft, tota Parabola, prater Polum B, in-“
fra efficientem A B C cadet. - .

Corollarinm 9.

Conftat quoque cx antedictis, non pofle aliam reGam prater
efficientem Parabolam in Polo {eu vertice contingere. Quoniam
enim alia quavis reCtaper B dufta, ex. gr., PR, angulum con-
ftitnit cum efficiente A C, ut R B C,(1a Polo ad direftricens ducatur
re@aBH, itauteidem angnlo R B C ®qualis fitangulus D B H,
ac per pun&am H agatur reGta diametro parallela, ut HG:: erit
caipfa deferibens , & H B R angnlus mobilis, ntpote zqualis angulo
mobili D B C; BR verd cruscfficiens: ac proinde iplarum HG,
BR interfe&tio G in Parabola. Quarc cum recta PR non in
puncto B folummodo, fed & in puncto G Parabolx occurrat, ac
tota BG rc&a 3 intra curvam cadat , non continget refta PR
Parabolam, fed eandem fecabit. :

Itaque omnes re&zin Parabola du&te, que contin-
genti in vertice zquidiftant , ordinatim ad diametrum
applicantur five ab eadem diametro bifariam dividun-
tur; & contra, que cuilibet reétz, adiametro bifariam
divife, per verticem zquidiftans. ducitur, Parabolam
in vertice contingit. :

Corollarium 10.

Ex di&is quoque obvium eft, quo patto dati pofitione Para-
bola diametro, ejusque vertice, & latererefto , nec non angulo,
quem ordinatim applicatz faciunt ad eandem diamctram, ipfa
Parabola in plano defcribatur.Si cnim defcribendz Parabolz dia-
meter fit BK , vertex B, latus reGum ad candem diametrum
pertinens BD, (quod quidem ipfi diametro in dirc&um fitpofi-
tum, ) atque angulus quem faciuntad di®am diametrum o.rdlnat
timapplicatz A B K vel C B K : oportet, ducti per D. lateris recti

" termi~
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[169] Men moet dan eerst door D - het uiteinde van de rechte zijde - de rechte EDF
trekken onder de hoek EDB, gelijk aan ABD [1.12] en daarna met AC als
werklijn en met interval BD en met EF als richtlijn een kromme construeren,
zeg N BG, deze zal de te beschrijven parabool zijn.
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terminam re@3E D FinanguloE D Bip(i A BD zquali,efficizns
te A C, & intervallo BD, ad direftricem E F curvam defcribere, ut

NBG: critquehzcipfa, que defcribenda proponitur Parabola.
Pars 11, Y THEO,
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[170]

Stelling 11

Propositie 2

Indien door een willekeurig punt op een parabool een rechte wordt getrokken,
evenwijdig aan de as of de middellijn, dan zal ook dit aangenomen punt een top
zijn van de parabool en de getrokken evenwijdige rechte eveneens een middellijn.

Laat HAM een willekeurige parabool zijn, waarvan AB de as of de middellijn is
en AC de bijbehorende rechte zijde; laat ook door het punt M [1.13], willekeurig
op de kromme aangenomen, de rechte MO getrokken zijn, evenwijdig aan de
as of middellijn AB. Ik beweer dan dat ook het aangenomen punt M top is
en de genoemde MO middellijn; ja zelfs, indien men door M een rechte SV
trekt, z6 dat deze van de as of middellijn AB buiten de parabool een stuk AJ
afsnijdt gelijk aan AB - dat afgesneden wordt tussen de top A en de geordend
aangebrachte M B - en indien men ook OM verlengt tot K z6 dat M K gelijk is
aan de derde evenredige bij AB (of AI) en IM [1.14], en indien men dan verder
met SV als werklijn en MK als interval een parabool beschrijft, dan beweer
ik dat deze dezelfde is als de gegeven parabool HAM in die zin dat de een de
ander geheel kan bedekken.

Evenzo beweer ik dat niet alleen MO middellijn is en M top, maar dat ook
MK de rechte zijde is behorende bij de genoemde middellijn MO en dat SV
de parabool raakt in de top M en dat alle koorden die in de parabool daaraan
evenwijdig getrokken worden, door MO gehalveerd worden en op deze OM ge-
ordend zijn aangebracht.

Laat immers op de gegeven parabool H AM bovendien nog een willekeurig ander
punt zijn aangenomen, bijvoorbeeld H, en laat vandaar uit HG getrokken zijn,
geordend aangebracht op de as of middellijn AB en laat ook HO getrokken zijn
evenwijdig aan SV, van welke twee (namelijk HG en HO, vert.) de eerste - zo-
nodig verlengd - de rechte KO in E snijdt, de laatste echter - eveneens zonodig
verlengd - de genoemde as of middellijn AB in D snijdt. Het is ook duidelijk
dat! - indien het vierkant op de rechte HO gelijk is aan de rechthoek KMO -
de parabool die met SV als werklijn en M K als interval beschreven wordt, ook
door het punt H zal gaan. Dat echter het vierkant op de rechte HO gelijk is
aan de rechthoek K MO kan op velerlei wijzen worden bewezen, maar althans
naar mijn mening kort en vrij eenvoudig op de volgende wijze [1.15].
Aangezien? C A staat tot M B als M B tot BA, zal — na verdubbeling van de
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Propofitio 2.

Siper affumptum utcunque in Parabola punctum re-
&a ducatur, axi diametrové parallela, erit quoque af-
fumptum pun&tum Parabole vertex , ductaque parallela
itidem diameter.

Sit Parabola quelibet H'A M, cujusaxis diametervé AB, &
latus reGum ad eandem pertinens A C; fitque per punCtumM,
in curva utcunque aflumptum, duftare@taM O, axifive diame-~
tro A B parallela: dico aflumptum quoque pun&um M verti-
cem, ditamque M O diametrum efle; imo fiductd, per M rectd
SV, itaut ab axe five diametro A B extra Parabolam ab{cindat
portioncm A I ®qualem A B, quainter verticem A & applica-
tam MB intercipitur ; produ&tique O M ad K, ita ut fit MK
ipfis AB vel AT& I M tertia Froportionalis s efficiente SV yinter-
vallo verd M K Parabola defcribatur : dico hanc cum expofita
Parabola H A M eandem fore, ita utaltera alteri per omnia con-
gruat, ac proinde non folim MO diametrum, atque M verti-
cem fore, fed & M K latus reGum eflead di&am diametrum M O
pertinens , & S V Parabolam in vertice M. contingere, omnesque
ipli parallelasin Parabola dutasab M O bifariam dividi, atque
ad hanc ipfam M O ordinatim applicari. -

Sit enim in expofita Parabola H A M aflamptum przterea
aliud quodpiam pun@um,ex.gr.; H;fitque ab codem duta H G
ad axem fivc diametrum A B ordinatim applicata, nec non HO
ipfi S V zquidiftans, quarum prior, fi opuis fuerit producta, rect
X O occurratin E; pofterior verd, itidemprodua , ubiopis
fucrit, predi®um axem five diametrum A B fecctinD. Etap-
paret *, fiquadratum reGz H O zquale fit re&angulo KM O,
Parabolam, quz efffciente SV , intervallo verd M K defcribetur,
per pun&um quoque H tranfituram. Effe autem quadratumre-
&z H O zqualereangulo KM O multifariam id quidem, &,
meo faltem judicio, breviter fimpliciterque fatisin eum qui fe-
quitur modum demonftratur. :

Quoniameft * ut CAad M B, ita MB ad B A, erit, dupli-

catis

69



[171]

70



171




[172] volgende termen — CA staan tot het dubbele van M B of tot tweemaal GE,
als MB tot BI, dat wil zeggen® als HG tot GD en dus® is de oppervlakte
gevormd door de middelste termen nl. tweemaal de rechthoek HGE gelijk aan
de oppervlakte gevormd door de uiterste termen, namelijk de rechthoek gevormd
door CA en GD.

Omdat nu de beide vierkanten op de lijnstukken HG en BM (of GE) tezamen
gelijk zijn® aan de beide rechthoeken CAG en CAB (of CAI) tezamen, dat wil
zeggen® de rechthoek gevormd door CA en IG, daarom zullen ook nadat aan
beide kanten gelijke termen zijn bijgeteld® of afgetrokken® - namelijk tweemaal
de rechthoek HGE aan de ene kant en de rechthoek gevormd door CA en GD
aan de andere kant”, de sommen en de verschillen® namelijk het vierkant op EH
en de rechthoek, gevormd door C A en ID of MO gelijk zijn.

De verhouding van het vierkant op BM tot het vierkant op M I oftewel van de
rechthoek CAB® tot de rechthoek met zijden KM en AB®, dat wil zeggen!®
van CA tot KM of - wanneer men beide voorziet van de gemeenschappelijke
hoogte MO - de verhouding van de eerstgenoemde rechthoek met zijde C A en
MO tot de rechthoek KMO, is gelijk aan de verhouding!! van het vierkant op
EH tot het vierkant op HO en daar de rechthoek met zijden C A en MO, zoals
reeds bewezen is, gelijk is aan het vierkant op EH, daarom zal ook de rechthoek
K MO gelijk zijn aan het vierkant op HO.

Daar nu het punt H - waar het ook op de gegeven parabool AH gekozen is-
ook steeds ligt op de parabool die met SV als werklijn en MK als interval
beschreven wordt, daarom volgt dat de ene geheel samenvalt met de andere en
dat dus de ene dezelfde is als de andere, zodat de juistheid van al het gestelde
vaststaat.

Gevolg 1

Uit het voorgaande is het duidelijk dat, wanneer men in een parabool twee
willekeurige, onderling evenwijdige koorden trekt, de rechte die elk van beide
halveert, daarvan middellijn is. Immers, de middellijn die door het midden van
één van beide evenwijdige koorden getrokken wordt, zal ook door het midden
van de andere gaan, of deze middellijn nu de middellijn is waarmee de parabool
is voortgebracht of een daarmee evenwijdige.’
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L per 2q CATIS confequentibus, ut C A ad duplam M B feuad GE bis, ita
Pff'ﬂi'@? MBad BI, hoceft?, ita HGad G D: ac proinde 4 contentum
4fexti.  fub mediis,nempe reGtangulum H G E bis,, zquale contento fub
“per 16 extremis, nimirumre@angulo fub CA & GD. Vndecum bi-
f’;’c'r . na quadrata reGarum HG & BM fea G E zqualia fint § binis
bujus.  reCtangulis CAG & CAB feu CAIL,ideft ¢, reGtangulo fub
¢pr 1 CA&IG: eruntquoque,additis *demptilve * utrinquezqua-
f‘l':l"g;ru libus, nimirum reangulo H G E bis ab una, ac re€angulo fub-
fig.1&c CA & G D abaleeraparte 7, compofita * velrefidua * , nempe
fimili- quadratum EH ac retangulumf{ub CA & IDfeuM O zqua-
bus. lia% .

bincafu

fig. 11& 11 1ac fimilibus. 7 quippe per fupra demonfiratareSangulum X GE bis equale eft re:
Hangulofub C A ¢&rGD. «incafucnim fig. I, {iabuna partead bina quadrataretarum
HG % GE addatur re€tangulum H G E bis, compofitum fit EH quadratum, per 4 fe-
cundi ; ac fiab altera parte ad re€tangulum fub C A & I G addatur re@angulum fubC A
& G D, fit, per [ fecundi, re€tangulum fub C A & I D feu M O. Eodem modo, fi in cafi-
bus fig. 11 & I TTab.una partea binis quadratis re€tarum HG & G E auferatur rectangu-
lum H G E bis, refiduum erit, per 7 fecundi,E H quadratum ; ac fi abaltera parte i reGtan-
galo fub C A & I G auferatur reCtangulum fub C A & G.D refiduum erit, per-1 fecundi,
reétangulum fubCA &I DfeuM O.

Idcoquecum fitut BM quadratum ad M I quadratum, fiveut
8per 1 C A BreQangulum®ad reCtangulum fub KM & A B2, hoceft *°,
bujus, & gy C A ad KM, feu, affumptd communialtitudineM O, ut prz-
f,;‘réw °" di&um re@angulumfub CA & M O adKM O re&angulum,,
s par17 ita** EH quadratum ad H O quadratum; fitque re@angulum
fxi. o fub CA & MO, utjam oftenfum cft, 2quale quadrato E H
:}’)‘(ﬁ” ° erit quoque "*reCtangulum KM O quadrato H O zquale.
w0 P;f 1 Vnde cum punflum H , ubicunque id in expofita Parabola
fxti. A H aflumptum fuerit, femper quoque fitin Parabola, quz effi~
'C'g_l’f"‘# ciente SV , intervallo verd M K defcribitur : fequitur alteram alte-
ﬁm-z. ©  riper omnia congruere, ideoquehanc cumilla eandem.effe; ita
t1per14 utconftet vericas corum, qua proponebantur.

sinti,
! Corollarium: 1. .

Ex antedi@is manifeftum eft,-qudd , dulisin Parabola binis
quibuflibet reis fibi invicem zquidiftantibus, quz utramque
bifariam dividit reGta lineaillius diameter exiftar. Quippe qpa
per medium zquidiftantinm unius diameter ducetur, five hec fic
ipfa diameter ex generatione, fiveeidem parallela, per medium

quo-
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[174] En zo is het duidelijk hoe men van een willekeurig gegeven parabool een mid-
dellijn en tegelijkertijd de daarop geordend aangebrachte koorden kan vinden.

Gevolg 2

Het is verder duidelijk dat willekeurige rechten die een parabool, waar dan
ook, raken en de lijnen die vanuit het raakpunt geordend zijn aangebracht op
een middellijn, ter weerszijden van de top gelijke stukken van die middellijn
afsnijden en omgekeerd: indien men vanuit het uiteinde (op de parabool, vert.)
van een geordend op een middellijn aangebrachte rechte een rechte trekt naar die
middellijn, z6 dat deze als laatste getrokken rechte en de geordend aangebrachte
rechte ter weerszijden van de top gelijke stukken afsnijden van de middellijn,
dan raakt de (naar de middellijn, vert.) getrokken rechte de parabool in het
genoemde punt [1.16]. Immers dat de rechte SV de parabool in het willekeurig
aangenomen punt M raakt omdat Al en AB gelijk zijn, is zojuist bewezen?;
maar dat ook geen andere rechte de parabool in het punt M kan raken, is eerder?
aangetoond.
Gevolg 3

Hieruit kan men zonder veel moeite begrijpen hoe vanuit een willekeurig punt
- niet binnen de parabool gegeven - een rechte getrokken kan worden die de
parabool raakt [1.17)].

Wanneer immers een of andere middellijn gevonden is* alsook de rechten die
daarop geordend zijn aangebracht en indien het gegeven punt op het uiteinde
van deze middellijn ligt®, dan is het nu bekend dat de rechte die door dat punt
evenwijdig getrokken wordt aan de geordend aangebracht rechten, de parabool
daar raakt. Maar indien elders op de kromme een punt gegeven is, bijvoorbeeld
M en indien een middellijn AD bepaald is, dan moet men eerst vanuit M de
rechte M B trekken, geordend aangebracht op AD, AI gelijk aan AB nemen en
daarna een rechte trekken door I en M.

Indien echter het punt buiten de kromme is gegeven, op het verlengde van een
middellijn, bijvoorbeeld I, dan moet men eerst AB gelijk maken aan AJ en BM
geordend op AD aanbrengen. Laat deze de parabool snijden in M, dan moet
men daarna weer de rechte door I en M trekken.

Maar indien het punt noch op de kromme, noch op het verlengde van een mid-
dellijn is gegeven, bijvoorbeeld indien men een middellijn MO gevonden heeft
en het punt I gegeven is, dan gaat men als volgt te werk: men trekt eerst ID
evenwijdig aan de middellijn MO, die de parabool snijdt in, zeg A, dan neemt
men AB gelijk aan AI en trekt uit B de lijn BM geordend aangebracht op AD,
dat wil zeggen de lijn evenwijdig aan de raaklijn in A, die de parabool snijdt in
M en tenslotte trekt men weer de rechte door I en M. Het staat immers vast®
op grond van het voorgaande dat IM in ieder geval de parabool raakt in het
punt M.
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quoque alterius zquidiftantium teanfibit *. Atque ita apparet,
quo pacto datz cujuflibet Parabolz diametrum fimulque ordina-
tim ad eandem applicatas invenire liceat..

Corollarium a.

Patetque porrd , quaflibet reGas Parabolam ubivis contingena
tes, atqueordinatim 3 punéto contactusad diametrum applica-
tas, zquales utrinque a vertice diametri portiones abfcindere;
& ,vice versi i terminis applicatarum per diametrum dudtas, ita -
ut zquales utrinque a vertice diametriportiones du&tzapplica-
tzque abfcindant, Parabolam in di&is terminis contingere. Re-
Gamenim$S V, ex eo quod zqualesfint A1, A B, Parabolamin
punéto M utcunque aflumpto contingere, nunc * demonftra-~
tum ; at nec aliam re®am in puncto M Parabolam contingere
pofic, fuperits 3 oftenfum cft.

Corollarium 3.

Atque hinc non difficulter colligitur, quo pa&o i quolibet
punco, non intra Parabolam dato, re€ta ducatur, quz Parabo-
lam contingat. Inventis enim 4 diametro quicunque & re&is,
quz adillam ordinatim applicantur, fiin ejufdem diametriter-
mino (it datum pun¢tum, notum nunc eft ¥ retam per idem pun-
&um du@am, atque ordinatim applicatiszquidiftantem, Para-
bolam ibidem contingere. Atfialibiin curvafit pun&um datum,
velati M, fitqueinventa diameter A D ¢ oportet, ductiex Mre-
&AM Bipfi A D applicatd, fumptique A Lipfi A Bzquali, duce-
rc reftam per I & M. Sinautem extracarvam detor in diametro
producta, velutil : oportet, fati A Bipfi A I zquali,atque BM
ordinatimad A D applicaid, qua Parabolz occurratin M, ducere
rurfus retamper I & M. Atverd fineque in curvanequein dia-
metro produéta detur, ut, fi inventa diameter fitM O, datumque
pun&tumI: oportet, du@iI D diametroM O paralleld, qua Pa-
rabolam fecetin A, fumptique A Bipli A1 2quali, atqqueex B
du&i B M ordinatimad A D applicatd, nimirum, quz zquidi-
ftans fit contingentiin A, Parabolzqueoccurratin M, ducere
itcrum rectam per 1& M. quippe conftat ex antedi&is ¢, ipfam
I M omni cafu Parabolam contingere in pun&to M.

- Co-
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Gevolg 4

[176] Het blijkt bovendien [1.18] dat de parameter behorende bij een willekeurig aan-
genomen middellijn de derde evenredige is bij twee lijnstukken, waarvan het ene
het deel is van de gegeven as of middellijn dat afgesneden wordt tussen de top
daarop en (het snijpunt met, vert.) de raaklijn in het uiteinde van de gekozen
middellijn. Het andere echter is het deel van de genoemde raaklijn dat ligt tus-
sen de gegeven en de gekozen middellijn. Er is immers bewezen dat de rechte
MK de parameter is van de willekeurig gekozen middellijn MO en wel ddarom,
omdat deze de derde evenredige is bij Al en IM.

Gevolg 5

Laat van een parabool een willekeurige middellijn in ligging gegeven zijn, als-
ook de top daarop en de rechte zijde, evenals de hoek die de rechten maken die
geordend zijn aangebracht op genoemde middellijn. Op grond van het bewe-
zene begrijpt men dan ook zonder veel moeite hoe men een andere middellijn
van deze parabool kan vinden waarmee de bijbehorende geordend aangebrachte
rechten een willekeurige andere (gegeven, vert.) hoek maken en hoe men de top
en de rechte zijde daarvan vindt.

Laat immers de middellijn MO in ligging gegeven zijn, alsook de top M, de
rechte zijde MK en de hoek SMK of VMK die de geordend aangebrachte
rechten maken met de genoemde middellijn MO en laat gevraagd zijn een an-
dere middellijn te vinden van dezelfde parabool waarmee de daarop geordend
aangebrachte rechten een hoek maken die gelijk is aan een willekeurige gegeven
hoek ABM: men moet dan vanuit het punt K naar SV de rechte K P trekken
onder de hoek K PV die gelijk is aan de gegeven (hoek) ABM; daarna moet men
- na PM gehalveerd te hebben in I - door I de rechte IB trekken, evenwijdig
aan MO. Vervolgens moet men vanuit M naar I B de rechte M B trekken onder
de hoek MBI, gelijk aan de gegeven hoek; wanneer men dan BI halveert in A,
dan zal AB de gezochte middellijn zijn, de top het punt A en AC de parameter
daarvan, het lijnstuk namelijk dat optreedt als derde evenredige bij AB en BM.
Het punt M ligt immers op de parabool? die beschreven wordt met een werklijn
evenwijdig aan BM en interval AC, aangezien immers het vierkant op de geor-
dend aangebrachte BM op grond van de constructie? gelijk is aan de rechthoek
CAB. Aangezien de drichoeken BIM en PMK gelijkvormig zijn omdat de
hoeken bij B en P gelijk zijn (volgens constructie) evenals die bij I en M* (om-
dat AD en MO evenwijdig zijn), daarom zal BI staan tot IM5 zoals PM staat
tot MK en - wanneer men de helft van de voorgaande termen neemt - zo blijkt
dat A staat tot IM zoals IM staat tot M K.

Daarom zullen - op grond van het hierboven bewezene® - de parabolen, beschre-
ven met de middellijnen AB en MO en met de parameters AC en MK, en
beschreven met de genoemde hoeken [1.19], geheel dezelfde zijn.
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Corollarium 4.

Conflat praterca, aflumptz cujuflibet diametri parametrum
effe tertiam proportionalem duabus rectis, quarum unacft vel
axis vel datz diametri portio, intercepta inter cjufdem verticem
& cam, que Parabolam in affamptz diametri termino contingit,
altera verd ea pradi@ta contingentis pars, quz intcr datam &
affumptam diametrum interjacet. Demonftratum enim eft 7,
re&@am MK, exeoquddipfis A I, IM tertiafitproportionalis, -
affumptz utcunque diametri M O parametrumefle. '

Corollarinm 5.

Ex demonfiratis quoque non difficulter colligitur , quo pacto,
datd pofitione quilibetParabolz diametro, ejusque vertice, &
latere recto , nec nonangulo, quem faciunt ordinatim ad ditam
diametrum applicatz, aliacjufdem Parabolz diameter, quicum
applicatz alium quemlibet angulum conftituant, acipfiusver-
tex, & latusre@um inveniantur. Sienim dati pofitione diame-
troM O, verticeM, & laterc reGoM K , anguloque SMK vel
VMK, quem applicate faciunt ad dictam diametrum MO,
aliam cjufdem Parabolz diametrum invenire oporteat, quicum
applicatz angulum conftitnant zqualem dato cuilibet angulo
A BM: ducatur 3 termino K ad S Vreta KPinangulo KPV
ipfi dato A BMquali, divisique P M bifariam in I ducatur per
I re@ta1B ipfi MO zquidiftans. Deinde ab M adcandem I B
applicetur re@a M B in anguloM B I dato angulo xqual#, divisi-
que B Ibifariamin A, eritquafita diamcter A B, vertex punGtum
A, ejusque parameter A C, re@a nempe, qua ipfis A B, B M ter-
tia proportionalis exiftit. Eft enim * pun&tum M in Parabola,
qu efficiente ipfi B M paralleld ac sntervallo AC defcribitur,quan-
doquidem quadratum applicatz BM cx conftru&ione 3 reGtan-
gulo C A B eft zquale. Dcinde quoniam fimilia funt triangula
BIM & PMK,ob zqualesangulosad B & P(ex conftruttione),
atqueadI & M+ (ob parallelasAD ,MO ) erit Sut Blad I M,
itaP Mad M K. &, fumptis antecedentium dimidiis, ut Al ad
IM,itaIMadMK. Quarefecundimea quz fuperits ¢ demon-
ftratafunt, Parabolx diametris A B, M O, ac parametris A ]Cé,
auamt . MK,
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[178] Op grond van de constructie zijn echter ook de hoeken die M B en de andere
lijnen, die geordend zijn aangebracht op de middellijn AD, daarmee maken gelijk
aan de gegeven hoek ABM. Daardoor is bereikt wat gevraagd werd. Indien
echter de gegeven hoek ABM recht is, zal de gevonden AD de as zelf zijn.

Nu is de kromme die met willekeurige werklijn en willekeurig interval beschreven
wordt, in het geval dat de bewegende hoeken verschillen van de hoeken met de
richtlijn (aan dezelfde kant van de werklijn) weliswaar juist diegene waaraan ik,
na de cirkel en de parabool, onder de krommen van het eerste geslacht de voor-
naamste plaats toeken [1.20]. Ik acht deze immers in zekere zin eenvoudiger dan
de hier volgende soort. Daarom zou ik nu bij het uiteenzetten van het ontstaan,
de aard en de eigenschappen daarvan, dezelfde methode van beschrijven op de
voet kunnen volgen en mij kunnen houden aan de definities die ik aan het begin
heb gegeven [1.21].

Die eigenschap echter die ik de belangrijkste acht en de meest algemene en
waaruit ik ook zeer gemakkelijk de andere eigenschappen kan afleiden, komt
echter bij andere wijzen van voortbrengen duidelijker naar voren en wordt ook
gemakkelijker uitgelegd, hetgeen ik belangrijk acht in de wiskunde en vooral
bij het uitleggen van de beginselen. Daarom heb ik toch die methode uitge-
kozen die van de reeds genoemde zo min mogelijk afwijkt. Deze werkt evenzo
met beweging en doorsnijding van een hoek en een rechte lijn. Daarbij draait
de genoemde hoek niet rond, maar schuift langs een rechte lijn; daarentegen
verplaatst de rechte zich niet evenwijdig aan zichzelf, maar draait deze rond,
zoals uit de voor dat doel aangepaste definities - en in het volgende hoofdstuk
uiteengezet - duidelijker zal blijken.

Hoofdstuk II

Definities (2)

Indien een rechte lijn, draaiend om een vast punt, een zekere hoek waarvan
één been langs een vaste rechte valt, voortschuift langs deze vaste rechte en z6
met zich meevoert, dat de genoemde draaiende rechte steeds door hetzelfde punt
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M K, indi€isangulis defcriptz omnino ezdem erunt. Suntau-
tem & anguli, quos faciunt M Balizque ad diametrum A D ap-
plicatz, ex conftruttione, dato angulo A B Mzquales. Quocirca
effeGum eft , quod quarcbatur. Quod fi verd datus angulus
A BM re€tus fueri, ipleaxis erit, inventa A D.

Etiamfi curva, quilibet efficiente , & quocunque -
tervallodefcripta,fi anguli mobiles inzquales finciis, qui
ad direftricem funt abeademparte, ea ipfa fit, cui poft
Circulum & Parabolam inter curvas primi generis pri-
mum locum tribuam , utpote quam fequenti fpecie
quodammodo {impliciorem judicem ; cujusque pro-
pterea ortum , naturam , & proprietates nunc expo-
{iturus cidem defcribendi methodo infiftere, premiffif-
que in principio definitionibus inhzrere poflem ; cum
tamen ea ipfius proprietas , quam primam ac maximé
univerfalem exiftimo , & ¢ qua carteras facillimé de-
duco , ex aliis generationum fpeciebus diftinits ap-
pareat atque expeditiis demonftretur , quod in Ma-
thematicis, & precipu¢ in Elementorum explicatione
non parvi faciendum puto, eam felegi, quz 3 jam di-
¢ta quim minimum deflectat, quaque fimiliter anguli
redtilinei reCteque linez motu & interfeione perfi-
citur 5 at in qua dicti anguli motus non circularis fed
rectus, ac contra ditz linez non retus fed circularis
eft, utex definitionibus ineum finem adaptatis, & fe-
quenti Capite propofitis, magis elucefcet. ’

Carver IL
DEFINITIONES SECVNDAZE.

L

Q I'refta linea circa pun@um fixum circulariter mo-
‘ta angulum quendam retilineum , “altero fui crure
immo-
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[179] van dit been gaat en z6 dat tegelijkertijd door het snijpunt van het andere been
(van deze hoek) met de bewegende lijn een kromme beschreven wordt, dan zal
deze draaiende lijn de beschrijvende genoemd worden [2.1].

II
De andere rechte, de vaste, zal de naam richtlijn dragen.

III

De genoemde hoek echter en zijn nevenhoek, zullen - evenals in het vorige geval
- ook hier onder de naam bewegende hoeken optreden.

v

Evenzo zal ook het vaste punt waarom de beschrijvende draait, de pool genoemd
worden.

A%

Het been van de bewegende hoek, dat door de beschrijvende langs de richtlijn
wordt voortgeschoven, zal ook hier weer het sleepbeen genoemd worden.

VI

Het andere been echter, dat door de beschrijvende gesneden wordt, zal het
werkbeen genoemd worden en - na verlenging door het hoekpunt - de werklijn.

VII

Wanneer de beschrijvende evenwijdig is aan de werklijn en zij elkaar dus niet
snijden, zullen wij zeggen dat zowel de werklijn als de beschrijvende zich in de
beginstand bevinden en telkens wanneer zonder meer over hen gesproken wordt,
zullen we aannemen dat zij zich in die stand bevinden.
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Lis. I Car IL 179

immote recte linez applicatum , per eandem immo-
tam lineam promoveat, &fecumducat, ita ut pradi-
&a reda circulariter mota femper per idem applicati
cruris punétum tranfeat, fimulque alterius cruris ac
¢jufdem linez mote interfeCtione curva deferibatur,
appellabitur hzcipfa circulariter mota /inea deftrivens

IL

Altera yverd immota manens Direftricis nomen reti-
nebit. ’

111

© Prediftus autem angulus rectilineus, isque quiciefl
deinceps, fimiliter & hic Aﬂgulorﬂm mobilinzn nominc
venient.

1v.
. Sicuti & punétum fixum, circa quod deftribens cir-
culariter movetur, Polus nuncupabitur.
V.
Rurfusque crus anguli mobilis, quod A deferibente per
directricem promoverur, Crus patiens.
VL

Alterum autem crus, quod a defcribente fecatur,
Crus efficiens , & per anguli verticem productum Linea
efficiens appellabitur.

VIL

Cum defiribens efficienti parallelaeftac proindenulla
ipfarum interfeCtio exiftit, tam efficientem quam defers-
bentem in flatione prima conftitutas dicemus; ac quo-
ties de iis fimpliciter fermo erit, in tali ipfas ftatione con-
fidérabimus.

Z 2 VIIIL
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[180]

VIII

Interval echter zullen wij hier noemen zowel het deel van het sleepbeen dat ligt
tussen het hoekpunt van de bewegende hoek en de beschrijvende, alsook het
deel van de beschrijvende (in de beginstand, vert.) dat afgesneden wordt tussen
de pool en de richtlijn.

Men stelle zich voor dat - zoals in bijgevoegde figuur - de rechte ABC draait
om het punt A en door zijn beweging de hoek BEC*? voortbeweegt en met
zich meevoert, z6 dat het been EB steeds op de vaste rechte KL ligt en z6 dat
bovengenoemde bewegende rechte ABC steeds door eenzelfde punt van het been
EB gaat, zeg door B en ook z4 dat tegelijkertijd door het snijpunt C van het
andere been EC met de genoemde lijn ABC de kromme ¢C wordt beschreven.
Indien dan ook de lijn AD evenwijdig aan het been EC getrokken wordt, dan
is het duidelijk dat, hoe dichter de rechte ABC nadert tot AD, des te kleiner
de hoek ECB wordt en dat, wanneer ABC tenslotte zo dicht bij AD komt dat
hij daarmee samenvalt, de hoek ECB dan geheel verdwijnt, aangezien AD en
dus ook genoemde ABC in die stand evenwijdig is aan het been EC. Zo is dan
het genoemde been EC of de rechte CEM dezelfde als de lijn GFH, waarbij
natuurlijk ondersteld is dat DF gelijk is aan BE, en dan gelden de volgende
benamingen.

ABC is de beschrijvende in verschillende standen en KL de richtlijn.

BEC, BEM of DFH en DFG de bewegende hoeken.

A de pool.

EB het sleepbeen.

EC het werkbeen.

MC de werklijn.

GFH de werklijn in de beginstand of de werklijn zonder meer.

ADI de beschrijvende in de beginstand of de beschrijvende zonder meer.

EB (of FD) alsook AD, elk van beide interval.

Stelling III

Propositie 3

De kromme die volgens de voorafgaande definities wordt beschreven met wil-
lekeurige bewegende hoeken en met willekeurige intervallen, heeft de volgende
eigenschap [2.2].
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130 ELeEm CVYVREVARYM

VIIL
Intervallumautem hic nominabimus tam eam Craris
patientis partem, que inter anguli mobilis verticem &

deferibentem interjacet, quam eam defCribentis portio-
ncm , que inter Polum & diredtricem intercipitur.

Ve in appofita figura, fire&a AB C * circa A pun&tom cir-

culariter moveri concipiatur , motuque fuo promovere & fccum
aque duccreangulumBE C*; itautcrusE B femper applicatum ma-
quidem peat immotz reéx lince KL, ac pradita A B C mobilisfem-
:\C%E u¢ per tranfeatpet idem puné&tum crurisE B, ex. gr., per B, fimul-
& angu- quealterius cruris E C & dictz linez A B Cinterfe&ione C de-
lus BEC (cribatur curvalineac C, fitquedu@ta A D cruriE C parallela:
in figura apparet, qud magis re¢ta A B Cadipfam A D accedit, ed mino-
et rem ficri angulum E CB. ac tandem ciim ipfa A B C pervenit ad
fationi- A D, itaut cum ipfa coincidat , eundemangulum E C B tunc pe-
bus exhi- njrys evanefcere: cum A Djac proinde & diéta A B C, ftatione il-
bentar. 13 , cruri E C parallelafit; itaut tunc diGum crus E C fivereéta

CEM eadem fit cumlinca G FH, nimirum {uppofitd D Fipfi

BLE, zquali, eruntque :

A B C deferibensin ftationibus diverfis.

KL direttrix. '

BEC, BEM, fiveD FH &D F G angsli mobiles.

A Polus.

E B cruspatiens.

E C crus efficiens.

M C linea efficiens.

G F Hefficiens in ffatione prima, feu efficiens fimpliciter:

A D Udefiribens in ffatione prima , {eu defeyibensGmpliciter:

EBfen ¥ D & A D utrumqueintervallum. :

. Lo )

TaHEOREMA IIL
Propofitio 3.

Quibuflibet angulis mobilibus ac quibufcunque i#-
tervallis , juxta definitiones przmiffas defcriptd cur-
vd, hoc ipfi proprium erit , ut reGangulum conten-

tum
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[181] De rechthoek, ingesloten door een willekeurig lijnstuk evenwijdig aan de werk-

lijn getrokken, vanuit een willekeurig punt op de kromme naar de richtlijn en
door dat deel van de richtlijn dat ligt tussen genoemde evenwijdige rechte en
de werklijn (i.s.p.), heeft dezelfde oppervlakte als de rechthoek ingesloten door
beide intervallen.
Laat met willekeurige bewegende hoek BEC en met willekeurige intervallen EB
(of FD) en AD en met richtlijn KDL de kromme cC zijn beschreven, zé dat
GF H de werklijn is (in de beginstand, vert.) en laat vanuit een willekeurig punt
C op de kromme de lijn CE getrokken zijn naar de richtlijn, evenwijdig met de
werklijn GF H en dus ook met het interval AD. Ik beweer dan dat de rechthoek
FEC gelijk is aan de rechthoek ADF of aan die rechthoek die door AD en EB
wordt ingesloten [2.3].
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Lies L Caepr IL 181

tum fub qualibetre®a efficienti paralleld, a quocunque
curve punto ad directricem dulti, atque el direltricis
parte, quzinter ditam parallelam & efficientem inter-
cipitur, 2quale {it ei, quod fub utroque ntervallo con-
tinetur , reGtangulo.

Sit quolibet angulomobili BE C, & quibulcunque intervallis
EB,feu FD & A D, direftrice KD L, defcripta curvac C; itaut
sfficiens fit GF H, fitque 3 pun&o C in curvautcunque aflumpto
ad direftricems du@a C E efficienti G FH, ac proinde & intervallo
AD parallela: dico reGtangulum FE C zqualceffe ADF re-

&angulo, fivcei, quod fub A D, E B continetur.
Z3 Con-
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[182] Wanneer immers zowel de bewegende hoek als de beschrijvende gebracht zijn in
de stand waarin zij waren toen zij door hun doorsnijding het punt C beschreven,
- laten wij zeggen hoek BEC en lijn ABC - dan geldt, omdat de rechten EB
en FD gelijk zijn, dat ook - als men aan beide zijden F B of ED heeft bijgeteld
of afgetrokken — de rechten BD en FFE gelijk zijn [2.4]. Daar ook op grond
van de evenwijdigheid van EC en AD de drichoeken BDA en BEC gelijke
hoeken hebben, zal? BD, dat wil zeggen FE, staan tot DA als BE tot EC;
daarom?® is de rechthoek FEC gevormd door de uiterste termen gelijk aan de
rechthoek, gevormd door de middelste termen AD en EB, ofwel ADF. Dit was
het gestelde.

Aangezien ook alle rechthoeken zoals FEC onderling gelijk zijn [2.5], is het
daarom duidelijk dat de kromme die door bovengenoemde doorsnijding beschre-
ven wordt, dezelfde is als die welke de Ouden ‘hyperbool” noemden en dat -
indien men zich de beide krommen in éénzelfde doorlopende beweging denkt
voortgebracht - deze diegene zijn die zij de tegenovergestelde takken noemden.
Ook is het duidelijk dat de richtlijn KL en de werklijn (i.s.p., vert.) GH de-
zelfde zijn die zij asymptoten noemden en dat hun ontmoetingspunt of snijpunt,
zoals F', hetzelfde punt is dat door hen het middelpunt van de hyperbool of van
de tegenovergestelde takken werd genoemd. Daarom zullen wij ook elk van
deze begrippen in het vervolg met dezelfde namen aanduiden. Wij zullen ech-
ter alleen de naam (kegel-)sneden om eerder uiteengezette redenen? als minder
geschikt vermijden [2.6]. De rechthoek echter, ingesloten door de intervallen, of
het vierkant dat daaraan gelijk is, zullen we de macht van de hyperbool noemen.

Gevolg 1

Uit de beschrijving zelf is het al duidelijk dat de asymptoten en de hyperbool
elkaar voortdurend steeds meer naderen en uiteindelijk een onderlinge afstand
bereiken die kleiner is dan een willekeurige gegeven afstand. Deze wordt - indien
U een nauwkeuriger bewijs verlangt - gegeven als de rechte NO, loodrecht op de
asymptoot FK. Als we dan NP kiezen, kleiner dan NO en ervoor zorgen dat
NP staat tot AD zoals DF staat tot Fe en ec getrokken wordt door e, gelijk
aan NP en evenwijdig met de aymptoot F H, dan zal de rechthoek Fec® gelijk
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182 EreMm CVYvRVARYVYM
Conftitutis enim tam angelo mobili quam defcribente in ftatione

uti fuére, ctimper iplarum interfeCtionem defcriptum eft pun-

&um C, velutiinBE C, & A BC, quoniam zquales funtre&z

"E B, FD, additd vcl ablati utrinque FB vel ED: eruntquo-

quere&te BD, FE zquales; cumque * proprer parallelas E C,
AD zquiangulafinttriangula BD A, BE C: erit * ut BD,id
ft, FE,adD A,inBEadE C:idcoque? rectangulum FE C
{ub extremis zquale reftangulo fubmediis AD , EBfeu ADF.
Quod erdt propofitum. .

Quare cum & omnia rectangula, ut FEC, inter fe
quoque fint zqualia,, manifeftum eft, curvam, interfe-
¢tione , uri predictum eft, defcriptam , cam ipfam efle,
quam Veteres Hyperbolam vocarunt, aut, {i binas cur-
vas eodem & continuato motu genitas fimul confide-
res, efle eas, quas Oppofitas Sectiones dixére: direffri-
cein verd KL ac efficientem G Heas ipfas, quas Afym-
ptotos nuncupaverunt , atque icrfarum occurfum five
interfetionem, ut F, idem illud punétum, quod Hy-
perbole five Oppofitarum Sectionum Centrum ab ipfis
appellatum fuit. ideoque & hzc fingula iifdem illis no-
minibus in pofterum indigitabimus , folummodo fe-
&ionum nomen, ob rationes fuperitis ¢ expofitas , minlis
congruum evitaturi. Rectangulum autem fub inzervallis
contentum, feu, quadratum ei zquale, Hyperbolz Po-
tentiam dicemus.

Corollarium 1.

Ex ipfa deferiptione manifeftum cft, Afymptotos & Hyperbo-
lam megis magisque ad fe invicem continué accedere, tandem-
que pervenire ad diftantiam, datd quilibet diftantid minorem ;
cujus tamen , {idemonftrationem exa&iorem defideres , data di-
ftantia ficreta N O, ad Afymptoton F K perpendiciilaris. Sum~
ptaigitur NP, quz cidem N O minor fit, fifiatut NPad AD,
ita DFadFe, acpere ducaturecipli N P aqualis atque Afym-
ptoto FH =zquidiltans: erit® rectangulum F ¢ cPotentiz A D E

xqua-
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[183] zijn aan de macht ADF en dus ligt, op grond van het bewezene, het punt C
[2.7]) op de hyperbool. Echter is ce gelijk aan PN, dat wil zeggen kleiner dan
de gegeven afstand NO. Daarom zal ook de loodlijn vanuit ¢ op de asymptoot
FK getrokken, dat wil zeggen de afstand tussen de hyperbool en de genoemde
asymptoot, daar veel kleiner zijn dan de gegeven afstand NO.

Gevolg 2

Zo is het tevens ook duidelijk dat alle rechten, getrokken vanuit een punt binnen
de overstaande hoek van die welke de hyperbool bevat en die door het middel-
punt gaan of een van beide asymptoten snijden, uiteindelijk de hyperbool ont-
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 Lis. I. Cap IL 183

zquale, ideoquejuxtaea, qux ¢ demonfirata funt, punQum Cin6 g b
Hyperbola. Eftautem & ce ipfi P N zqualis, hoccft, datd di-jus.

ftantid N O minor.Quare& perpendicularis 3 pun&o cad Afym-
ptoton F K duca, id eft, diftantia Hyperbolz i predita Afym-

ptoto, ibidem dati diftantid N O multd minor erit.

Corollarium 2.

_-Atque ita fimul apparet , re@tas omnes, quaz du@z cx quolibet
puncto intra angulum, quiad verticemcftei, qui Hyperbolam
_ continet, per centrum tranfeunt , vel Afymptotorum alterutram
fecant, Hyperbolx tandem occurrere , productasque candem , &

in
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[184] moeten en deze, ook na verlenging, in slechts één punt snijden, aangezien immers
zij zich bij verlenging steeds meer verwijderen van elk van beide asymptoten.

Gevolg 3

Het staat bovendien vast dat de werklijn in welke stand dan ook, en dus alle
rechten evenwijdig aan de asymptoot {2.8], de hyperbool eveneens zullen ont-
moeten en wel in slechts één punt en deze na verlenging daar zullen snijden.
Het is immers onmogelijk dat de beschrijvende en de werklijn elkaar in enige
stand in meerdere punten snijden.

Stelling TV

Propositie 4

Een rechte lijn - ofwel gaande door twee willekeurige punten op een hyperbool,
ofwel deze zo snijdend dat hij, naar beide zijden verlengd, buiten de hyperbool
valt [2.9], snijdt elk van beide asymptoten binnen de hoek die de kromme bevat.

Laat door de hyperbool BCD met asymptoten KAE en HAF de lijn FBCG
getrokken zijn door de twee punten B en C op de kromme, alsook de lijn M C
die de hyperbool ontmoet in C, zodanig dat hij - na verlenging tot L - aan beide
zijden buiten de hyperbool valt. Ik beweer dat zowel de rechte FBCG als de
rechte MCL elk van beide asymptoten KAFE en HAF binnen de hoek EAF
snijdt. Als dit immers niet het geval zou zijn, dan zou FBCG of MCL ofwel
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184 EreMm. CYyRVARYM

" inuno tantim pun&o, fecarc: quandoquidem he produétz ab
utraque Afymptoto magis magisque femperabfcedunt.

Corollarium 3.

Conltat preexeres, efficientem in quacunque ftatione, id eft , re~
&as omnes Afymptoto parallelas fimiliter Hyperbole, & qui-
dem in uno tantim punéo,occurrere,productalque illam ibidem
fecarc. Impoflibile enim eft, ut deferibens atque efficiens ulli ftatio=
ne {cfe in pluribus pun@is interfecent.

THEOREMA IV.
Propofitio 4.

Re&a linea, five per bina qualibet in Hyperbola pun-
&a tranfiens, five eidemita occurrens, utprodudta u-
trinque extra Hyperbolam cadat, utrique Afymptoto,
intra angulum, qui curvam continet, occurri.

Sintin Hyperbola BCD, cujus Afymptoti KA E, HAF,
du@tz FBC G,

tranfiens per bina
curve puntta B&
C, atque M C ci-
dem occurrens in
C, itaut producta
versis L utrinque
extraHyperbolam
cadat 3 Dico tam
re@am FBC G
quam reGtamMCL
utriqueAfymptoto
KAE&HAFin.
traangulum EAF
.occurrere. Hoce-
,nim fi nonaccide-
"ret,eademFBC G
iyel MCL aut
Afym-

E
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[185] venwijdig zijn aan één van beide asymptoten, ofwel zou de betrokken lijn - indien
hij de ene of de andere asymptoot buiten EAF zou ontmoeten - als lijn door
een punt binnen de overstaande hoek KAH, de ene of de andere asymptoot
snijden en daarom! zou hij de kromme in slechts één punt maar niet in twee
punten ontmoeten [2.10] en na verlenging deze snijden en niet geheel aan beide
kanten buiten de hyperbool vallen [2.11], in strijd met het gestelde. Dus staat
het gestelde vast.

Stelling V

Propositie 5

Wanneer men op één en dezelfde hyperbool of op tegengestelde [2.12] hyperbolen
twee punten willekeurig aanneemt en daardoor één lijn trekt of twee onderling
evenwijdige, dan zullen de rechthoeken, gevormd door de delen van de getrokken
lijn of lijnen, die aan beide kanten afgesneden worden door de hyperbool en een
asymptoot, onderling gelijk zijn [2.13].

Laten op één en dezelfde hyperbool of op tegengestelde hyperbolen, zeg BPCD,
met asymptoten AE en AF willekeurig twee punten B en C zijn aangenomen en
daardoor twee onderling evenwijdige rechten, BD en CP zijn getrokken die de
asymptoten snijden in de punten E, F,G, H®: ik beweer dan dat de rechthoek
EBF gelijk is aan de rechthoek GCH.

Trekt men immers door deze zelfde punten B en C rechten evenwijdig aan elk
van beide asymptoten en begrensd door de andere: BI, BL, CK en CM, dan
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Trs L Car il 185
“Afymptotorum altcrutri parallela effet, aut, fi vel huic vel iili
Afymptoto extraangulum E A F ocenrreret, cx puncto intraan-
gulum K AH ad verticem ei qui Hyperbolam' continet ducta
hanc velillam Afymproton fecarct; ideoque ' enrva inunotan- 1 pe o
ttiim punéto non verd in duobus ocenrreret, ac produéta candem &3 Cor.
fecaret, non autem utrinque extra Hyperbolam caderet, contra 3 bnjs.
+id quod ponitur, - Ac proinde conftat propofitum.

TuneoreEMA V.
“Propofitio 5.

Affumptis , vel in una eademque , vel in oppofiris
Hyperbolis, duobus utcunque pundtis, ductisque per
eadem five uni recti five duabus, {ibi mutud parallclis :
crunt retangula fub dudte vel ductarum partibus , Hy-

~perbold & Afymptoto utrinque interceptis , {ibi invi-
cem zqualia.
Sint, vel in cadem, vel
in oppofitis Hyperbolis
BP CD, cujus Alym-
ptotiAE, A'F, aflum-
pta utcunque bina pun-
& B & C, ac per ca-
‘dem duétx bine rcétr
BD, CP fibi inviccma qyj u-
.parallelz Afymptotif- tique oc-
quc occurrentcs in pun- g:‘fur‘g"‘_“
‘&isE,F,G,H*: dico figu-
reGtangulum E B T re- re ficin-
“&angulo G CH qualc traange-
ofle. lumEA
T O s F,perq
) Dudtis enim per ca- hujus.
dem pun&a B & C re-1 per 16
~@is, utrique Afymptoto f""'
parallelis altcraque A- ,,“jf,r,_s
fymptoto terminatis ,BI,BL, CK, C M: erit*, propter ye&an- 3 per 29
gula IBL & K CM2«qualia, ut1Bad K C; hoc<clt3, ut E B primi: &
! JAa ad 4 fexti.
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[186] zal gelden - omdat de rechthoeken IBL en KCM? gelijk zijn - dat IB staat tot
KC dat wil zeggen® EB staat tot GC, als CM staat tot BL, dat wil zeggen als
CH tot BF en dus* zullen de rechthoeken EBF en GCH gelijk zijn. Hetgeen
te bewijzen was.
Indien men door twee punten, zeg B en D een lijn BD trekt die elk van beide

asymptoten snijdt in de punten E en I'®, dan bewijst men op dezelfde wijze dat
de rechthoeken EBF' en FDE onderling gelijk zijn.

Gevolg 1

In het geval van tegengestelde hyperbolen geldt het volgende: indien één van
de evenwijdige lijnen door het middelpunt gaat, zoals CP in figuur III, dan kan
men met hetzelfde bewijs aantonen dat de rechthoeken, gevormd door de delen
van willekeurige lijnen die door de asymptoten heen naar elk van beide krom-
men [2.14] getrokken worden, elk voor zich, gelijk zijn aan het vierkant op het
lijnstuk - evenwijdig aan de desbetreffende rechte - vanaf het middelpunt tot de
hyperbool [2.15]. Indien men door het middelpunt een willekeurige rechte trekt,
zoals CGP in dezelfde figuur en op een willekeurige plaats een andere rechte,
BD, daaraan evenwijdig, die de asymptoten snijdt in E en F, dan zullen dus
ook GC en GP onderling gelijk zijn, omdat uit het voorgaande blijkt dat de
rechthoek EBF of FDE gelijk is aan het vierkant GC en eveneens aan het
vierkant GP. Dit betekent dat een willekeurige koorde die door het middel-
punt getrokken wordt naar tegengestelde hyperbolen, in dit middelpunt wordt
gehalveerd.

Gevolg 2

Het staat ook vast dat de stukken die op een willekeurige rechte afgesneden
worden door een hyperbool en de asymptoten, onderling gelijk zijn, ongeacht of
deze rechte nu getrokken is door één en dezelfde hyperbool of door tegengestelde
hyperbolen.

Als immers BD willekeurig getrokken is en de asymptoten snijdt in £ en F, dan
zal - omdat op grond van het voorgaande® BF staat tot DF als DFE staat tot
BE - ook door scheiding® of - bij tegengestelde hyperbolen - door vereniging”
[2.16], BD staan tot DF als dezelfde BD tot BE en dus zullen DF en BE en
dus ook BF en DE onderling gelijk zijn.

Gevolg 3
Op grond hiervan is het evenzo duidelijk dat van een lijn die twee punten ver-

bindt - hetzij op één en dezelfde, hetzij op twee tegengestelde hyperbolen - geen
ander punt op de hyperbool ligt.

100



186 ELEM. CuU’RVARUM

+per16 ad G.C, itaCMadBL, idelt, it CHadBF. ac proinde 4 rea
fexti.  &angula EBF & G CH zqualia funt. Quod demonftrandum.
erat.

Eodem modo oftendetur, fiperbina puna, utB&
D, unarefta ducatur B D, quzutrique Afymptoto oc-
currat inpunctis E & F*, reCtangula EBF, FDE fibi
invicem zqualiaeffe.

Corollarium 1.

In oppofitis Hyperbolis, fi parallclarum altera per centrum
tranfeat, ut C P in tertia figura, eidem demonftratione compro-~
batum crit, re@tangula fub partibus quarumliberreGarum, que
per Afymptotosad utramque curvam ducuntur, fingula zqua~
lia effe quadrato 2quidiftantis 4 centro ad Hyperbolam dutte.
Quare cum ex diCtis appareat, (i, ducti per centrum rectint-
cungue veluti CGP incadem figura, cidem ubivisalia recta 2=
quidiftans ducatur BD, quz fecet Afymptotosin E & F, re€tan-.
gulum EBF vel FD E quadrato G C itemque & G P quadrato
zquale cfle: fequitur, ipfasquoque G C, GP eflefibi invicem
zquales, hoceft, quamlibet reamad oppofitas Hyperbolas pex
céntrum dutam, in codem centrobifariam {ecari.

¥

Corollarinm 2.

Conftat quoque cujuflibet reéte, five per unam candemque,,
five per oppafitas Hyperbolas du&tz , partces Hyperboli & Afym-
ptotis intercepras fibi invicem effezqualcs.

Duéti cnim utcunque BD, quz Afymptotisoccurratin E &

5 pers  F, cumexantedi@is S BFfitad DF, utD Ead BE reritquoque:
ujun®  dividendo ¢, vel, in oppofitis Hyperbolis , componendo 7, B D
;i{f’:; adD F,utcademBDad BE, idcoque D F ,BE?®, ac proinde &
guinci. BF ,D E fibiinvicem zquales erunt. ‘
7 per 18 .
g, - Corollarium 3.

per 9. .
pints. Unde pariter conftat, reCtam, qua vel unius cjufdemque, vel

oppofitarum Hyperbolarum, bina punéta conjungit, nullo alfiq.
i,
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[187] Indien immers behalve D en B enig ander punt van DB, bijvoorbeeld X, op de
hyperbool zou liggen, dan zou! X F gelijk zijn aan BE en dus aan DF en dus
als deel gelijk zijn aan het geheel, hetgeen ongerijmd is.

Gevolg 4

Gemakkelijk blijkt echter dat ook het omgekeerde van de propositie waar is,
namelijk dat, indien - onder dezelfde onderstellingen en bij gelijkheid van de
rechthoeken EBF en GCH - één van de punten B en C op de hyperbool ligt,
ook het andere daarop ligt of op de tegengestelde hyperbool met asymptoten
AE en AF. Op grond immers van de gelijkheid van de rechthoeken EBF en
GCH kan men bewijzen dat ook de rechthoeken AIB en AKC gelijk zijn en
wel op dezelfde manier, waarop hierboven het omgekeerde werd aangetoond.

Daarom zal - indien het punt B op de hyperbool ligt - ook het punt C? op
dezelfde hyperbool liggen of op de tegengestelde, met asymptoten AE en AF,
en omgekeerd. Over twee punten op dezelfde rechte, zoals B en D, kan hetzelfde
gezegd worden. Ja, zelfs zal hetzelfde zich voordoen op éénzelfde rechte indien
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Liz I Car L 187

fui puncto in Hyperbolaeffe. Sicnim preter D & B aliud quod-

dam ipfius D B pun&um, cx.gr. X, in Hyperbola forer, effer* X F ¢ per Co-
ipfi BE acproinde & ipli D F zqualis, parstoti, quodeftab- ::{7?’“
furdum. ‘

Corollarium 4.

Facil¢ autem apparct, & converfum quogue propofitionis ves
rum cfle : nempe, fi, iifdem pofitis, & rectangulis EBF, G CH
aqualibus, puné¢torum B & C unum inHyperbola fit, & alterum
quoque fore in cadem vel oppofitaHypcetbola, cujus Afymproti
funt AE& A F. Excocnimquod zqualia fintrettangula L BF
& G CH, demonftrabitur xqualia quoque eflcrectangula AIB
& A K Ccidem methodo, quéd converfum fupraoftenfum fuit.
idcoque fi punGum B fitin Hyperbola, crit quoque * punctum : poy 5
Cineademaut in oppofita Hyperbola,cnjus Afymptotifunt A E, bugus.
AF, & viceversi. De binisautem punétis in cademlinca, utB
& D, idem di¢tumn cfto;imo & idem critin cademlinca, fi dicta

’ Aaz punéta
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[188] de genoemde punten, bijvoorbeeld B en D, evenver van de asymptoten af liggen.
Dan zal, als BE en DF gelijk zijn, ook BF gelijk zijn aan DE - als men bij
beide BD heeft bijgeteld, of EF in het geval van tegengestelde hyperbolen. Dus
zal ook de rechthoek EBF gelijk zijn aan de rechthoek FDE.

Gevolg 5

Het is ook duidelijk dat een lijn vanuit het middelpunt, die een willekeurige
koorde halveert die getrokken is in één en dezelfde hyperbool of tussen twee
tegengestelde hyperbolen, ook alle daarmee evenwijdige koorden halveert.

Laat bijvoorbeeld de lijn ANO, getrokken vanuit het middelpunt A, de koorde
CP halveren, waarmee BD evenwijdig is. Aangezien NP en NC gelijk zijn, zul-
len na optellen of aftrekken van de gelijke! lijnstukken PH en CG, ook NH en
NG gelijk zijn en dus ook OF en OF2; evenzo zullen, na anderzijds de gelijke®
lijnstukken BE en DF te hebben afgetrokken of bijgeteld, ook OB en OD gelijk
zijn.

Zo worden de lijnstukken die vanuit het middelpunt door de hyperbool heen
getrokken® zijn, ‘afgesneden middellijnen’ genoemd, of ‘middellijnen’ zonder
meer; maar die welke vanuit het middelpunt getrokken® zijn (in het gebied) tus-
sen tegengestelde hyperbolen worden ‘tweede middellijnen’ genoemd. Van de
onderling evenwijdige koorden die door hen gehalveerd® worden, zegt men dat
zij ‘geordend zijn aangebracht’ op deze middellijnen en indien de geordend aan-
gebrachte rechten onder rechte hoeken gesneden worden door de middellijnen,
dan worden deze middellijnen de assen van de hyperbool genoemd. Wanneer
echter een tweede middellijn evenwijdig is aan de rechten die geordend zijn aan-
gebracht op een afgesneden middellijn, dan wordt de ene de toegevoegde van de
andere genoemd [2.17].

Gevolg 6

Uit het voorgaande kan men opmaken dat geen andere koorden door een middel-
lijn gehalveerd kunnen worden dan de genoemde evenwijdige oftewel geordend
aangebrachte koorden. Stel immers dat dit wel mogelijk zal zijn [2.18]. Laat dan
door de middellijn AO, behalve de (geordend) aangebrachte koorden, een an-
dere koorde gehalveerd worden, bijvoorbeeld QR, die de asymptoten snijdt in S
en T en laat door O de lijn BOD geordend zijn aangebracht, die de asymptoten
snijdt in E en F. Zowel EO en FO* als TO en SO® zullen dan dus gelijk zijn.
Wanneer echter EV evenwijdig® getrokken is aan SF, dan zullen de driehoeken
EOV en FOS gelijke hoeken hebben en daarom zal EO staan tot! OV als FO
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188 EregMm Curvaruwm

punéta, ut B & D, zqualiter ab Afymptotis diftent : quandoqui-
dem, fiBE, D F zqualesfunt, additd uttinque B D, velinop-
pofitis Hyperbolis ipsi E-'F,& BF, ip{i D E;idcoque & rectangn-
lum E BF reGanguloF D,E zqualc crit. ‘

Corollarium. 5.
. :

Apparet quoque , eam, qu ex centro quamlibet re®am, vel
inunacademque, velin oppofitis Hyperbolis ductam, bifariam
dividit, omnes quoque ipfi zquidiftantes bifariam dividere. Ut,
fiex centro A duta ANYO dividat bifariam reGtam CP, cuia~
quidiftans it BD ; cum, zqualibus NP, N C additis demptifvé

1 per 2 xqualibus ' PH, CG, zqualesquoquefint NH, NG, idco-
f‘:f['”f que,& O E, OF *: crunt fimiliter , demptis rurfum additifve
2';,,,'9 zqualibus 3BE, DF, ipfz OB & OD quoquezqualcs.

quinti, & . . . . .
¢ fxri. Ejufmodi autem recte i centro per Hyperbolam du-
e &z, intercepe diametri, feu diametri fimplicier ;. ac
byus. quE A cento inter oppofitas Hyperbolas ducuntur *

e A0 fecunde diametri ; parallele verd per eafdem bifariam

quein otz ¢, ordinatim ad diametros applicatz vocantur;
| figara & fi applicatz "adangulos rectos a-diametris fecen-
fmile- tur , cedem diametri Hyperbole -axes appellantur.
que in  Quando-, autem- fecunda diameter ordinatim ad inter-

il figura. X T
VB ceptam diametrum applicatis parallela eft, alteraalte-

DBin ri Conjugara dicitur..
11tmquc
hgura. . . .

Corollarium 6.

Ex premiffis colligitur, non pofle alias. reGas, quim diftas
parallelas feu ordinatim applicatas , & diametro bifariam feca-
ri. Si enim fieri poffit, fecetur 3 diametro A O bifariam pree-
ter applicatas aliarecta, ut Q R, Afymprotisoccurrensin § &
T; &fitper O ordinatimapplicataB O D, Afymptotisoccur-

4per-2ye rens in E & F. AEquales-ergo erunt tam EO , F O- 4, quim
& 5Cr- T Q, SO.5. Quoniamverd, du@i EV ipfi S.F parallcli ¢,

5 bujus, .
s pij iy- % ‘l}u.r

doth. iun&ly Cor. § hujus. 6 per 15 dpiag.Primss.
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[189] staat tot OS. Aangezien EO gelijk is aan FO, zal daarom ook? OV gelijk zijn
aan OS§, dat wil zeggen aan het lijnstuk OT, en dus als deel gelijk aan het
geheel, hetgeen ongerijmd is. Dus wordt de koorde RQ niet gehalveerd door de
middellijn AO.

Gevolg 7

Op grond hiervan is het volgende duidelijk: indien in één en dezelfde hyper-
bool of tussen tegengestelde hyperbolen twee willekeurige onderling evenwijdige,
koorden getrokken zijn, dan zal een rechte die elk van beide halveert, door het
middelpunt gaan oftewel een middellijn zijn. Immers een middellijn die door
het midden van één van de evenwijdige lijnen getrokken wordt, zal ook door
het midden van de andere evenwijdige lijn gaan3. Hieruit blijkt hoe van een
gegeven hyperbool of van tegengestelde hyperbolen willekeurige middellijnen
gevonden kunnen worden en tegelijkertijd de rechten die daarop geordend zijn
aangebracht, evenals ook het middelpunt daar dit immers het gemeenschappe-
lijke snijpunt is van twee of meer middellijnen.
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Lra I Car IL 189

zquiangula funt triangula EO V & FOS zerit ' ut EO adt per 4
OV, 1ta FO ad OS. Quarc cum E O ipfi F O fit zqualis Jeti.
erit&.* OV ipfi OS, hocelt, re@te OT zqualis, parstoti, * per 14
quod cftabfurdum. Non ergo bifariam fecatur rectaR QA dia- guints.
metro A O,

Coroilariun: 7.

Atque hinc manifeftum fic, quod, fivelin unacademquevel
ad oppofitas Hyperbolas binz qualibet retar fibi invicem zqui-
diftantes ductz fint, queutramque bifariam dividit rea linca
per centrum tranfeat feu diameter fit: Quippe qua per medium
unius zquidiftantium diameter ducetur , per medium quoqueal-
terius xquidiftantium tranfibic3. Undcapparet, quo pa@o datz 3 per ¢
Hyperbolx vel oppofitarum Hyperbolarum diametros quotli~Corol. 5
bet, fimulqueordinatim applicatasad cafldem, necnon & cen~ bujas,
trum, utpote quod binarum pluriumve diametrorum communis
interfectio cft s reperirc liceat.

Aa z; THEO+-
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[190] Stelling VI

Propositie 6

Een rechte die door een willekeurig punt op een hyperbool naar elk van beide
asymptoten getrokken is en in dit punt gehalveerd wordt, raakt de kromme daar
en omgekeerd: een raaklijn die verlengd is tot elk van de asymptoten, wordt in
het raakpunt gehalveerd.

Laat door het punt C op de hyperbool BCD, met asymptoten AE en AF,
de rechte GCH getrokken zijn, die aan beide kanten begrensd wordt door de
asymptoten en laat deze in hetzelide punt C gehalveerd worden. Ik beweer
dan dat de rechte GH de kromme raakt in C. Laat de rechte GH, indien dat
mogelijk is, de hyperbool immers snijden in C en I dan zal' ook IH gelijk
zijn aan de rechte CG en dus aan CH zelf, hetgeen ongerijmd is. Dus snijdt
GH de hyperbool niet, maar raakt deze. Verder beweer ik ook het omgekeerde:
indien GH de hyperbool raakt in het punt C, dan wordt deze (GH) ook in C
gehalveerd. Stel immers dat dit niet het geval is, neem dan op het grootste deel
CH een stuk HI gelijk aan GC. Dan zal, omdat het punt C op de hyperbool
ligt, ook? het punt I op de hyperbool liggen en CI3 zal geheel binnen de kromme
vallen; dus zal GH de hyperbool niet raken, maar in de punten C en I snijden,
in strijd met wat gesteld werd. Dus GC is niet ongelijk aan CH. Dus in elk
van beide gevallen staat het gestelde vast

Gevolg 1

Uit het voorafgaande is het dus duidelijk dat elk van de rechthoeken, die in-
gesloten worden door die delen van een willekeurige rechte - evenwijdig aan een
raaklijn - die afgesneden worden tussen een hyperbool en zijn asymptoten, gelijk
is aan het vierkant op de halve raaklijn. Een voorbeeld: indien BD willekeurig
getrokken is, evenwijdig aan de raaklijn GCH en de asymptoten snijdt in E en
F, dan zal de rechthoek EBF of* BFD, alsook FDE of DEB, gelijk zijn aan
de rechthoek GCH®, dat wil zeggen aan het vierkant op CH of CG, de helft
van de raaklijn [2.19].
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TuroreMA VL

Propofitio 6.

Re&a per quodlibet Hyperbole punctum ad utram-
que'Afymptoton du@ta, quz in codem puncto bifariam
dividitur,, curvam ibident contingit ; & contra, contin-
gens ad utramque Afymproton producta in puncto con-
tactus bifariam divifaeft.

Sit per puné&tum C in Hyperbola B CD,cujus Afymptoti A E,
AF, dutarc@ G CH, urtrinque Afymptotisterminata , qua
in codem punéto C bifariam dividatur. Dicoreétam G H cur-
vam contingere in C. Sccctenim, {i ficripotelt, refta G H Hy-
perbolam in C & I: critque * IH re&z CG, ideoque & ipft
C H =zqualis. quod cftabfurdum. Non fccatergo G H Hyper-
bolam, fed candem contingit. Dico porro converfim, i G Hin
punéto C Hyperbolam contingat, candem quoquein C bifariam
dividi. Hocenimfinon fit, fumaturin C H majoripartcipfa HI
zqualis G C. Hinc cum pup&tum C fitin Hyperbola, eritquo-
que * punctum [ in Hyperbola, totaque CI 3intra curvamca~
det, ideoque ipfa G H Hyperbolam non continget, fed eandem
in punétis C & I fccabit, contra id quod poncbatur. Nonergo
G C ipfi CH inzqualiscft. Idcoque cafuutroque conftatpro-
pofitum.

Corollarium 1.”

Manifeftum itaque cft cx antediétis, fingula retangula, que
comprchenduntur {ub partibus cujuflibet rectz contingenti pa-
rallelz , inter Hyperbolam & Afymptotosinterceptis, efle ®=
qualia dimidia tangentis quadrato. U, (i tangenti G CH zqui-
diftans utcunque dua fit B D, Afymptotis occurrensin E&F:
erit retangulum E BFfive4BF D ,ut & FD EfiveD E Bzqua-
lere®angulo G CH'S, ideft, iplius CHvel CG, dimidie tan~
gentis quadrato, '

Co=
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[191]

Gevolg 2

Het is verder duidelijk dat de rechte die door het uiteinde [2.20] van een mid-
dellijn evenwijdig getrokken wordt aan een koorde die in de hyperbool door
deze zelfde middellijn wordt gehalveerd, dat wil zeggen die evenwijdig is met de
geordend aangebrachte rechten, de hyperbool in het genoemde eindpunt raakt.
Een voorbeeld: als BND geordend is aangebracht op de middellijn AN en na
verlenging de asymptoten snijdt in £ en F en als door het eindpunt C van
de middellijn de rechte GCH evenwijdig aan BN D getrokken is, dan zullen -
omdat NF en NE?! gelijk zijn - ook CH en CG? gelijk zijn en dus?® zal GCH
de hyperbool in C raken.

Gevolg 3

Op grond hiervan is het duidelijk dat niet alleen alle koorden in een hyperbool
die evenwijdig zijn aan een raaklijn, gehalveerd worden door de middellijn die
door het raakpunt getrokken is en dus daarop geordend zijn aangebracht, maar
dat er ook niet meer rechten mogelijk zijn die de hyperbool in één en hetzelfde
punt raken. Een voorbeeld: laat BD evenwijdig zijn aan de raaklijn GH en de
asymptoten snijden in E en F en laat door het raakpunt C de middellijn ACN
getrokken zijn, die BD in N snijdt: omdat? GC en CH gelijk zijn, evenals
EN en NF, zullen (na aftrekken van de gelijke lijnstukken® EB en DF') ook
BN en ND gelijk zijn en dus ook op genoemde middellijn ACN geordend zijn
aangebracht. Maar dat er werkelijk geen andere rechte dan GH de hyperbool in
het punt C raakt, is duidelijk aangezien alle in de hyperbool daaraan evenwijdig
getrokken lijnen die zouden verschillen van de eerder genoemde aangebrachte
rechten, eveneens door dezelfde middellijn gehalveerd” zouden worden, hetgeen
- zoals hierboven® aangetoond - niet mogelijk is.
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Corollarium 2.

Patet porrd, rectam, qux per diamctri terminum ducitur -
quidiftans i, quz in Hyperbola ab cademn diametro bifariam fc-
pe catur, id cft , ordinatim
applicads parallela , Hy-
perbolam 1n dito termi-
no contingere. Ut, fi ad
diamctrum A N ordina~
tim applicata fit BND,
-qua producta Afympto-
tisoccurratin E& F, ac
per diametri terminum
C du&afit reta GCH,
ipi B N D =zquidiftans,
cum xquales fint N F
& NE ' : crunt * quo-1 po 2
que CH & CG =-0 5 Ce-
quales, idecoque?G CH ;.';{,"51"”'
Hyperbolam  contingct= per o

in C. quuinti, (’J‘
4 fexti,
. 3 per G+
Corollarium 3. Iays.

Hinc liquet, non foltim omnes retas in H)A'pc'tbola, contin-
genui parallelas, d diametro per ractum duéta blf-.nri.xm~ {ecart,
ideoque ad cam ordinatim applicatas cffe, fed & non pofle plu res
re€tas in uno codemaue punéto Hyperbolam contingere. Ut, iy o
contingenti G H paralicl fit BD, Alymptotisoccurrens in E pujus.
&F, ductipertaéum C diamnctro A CN, qua ducte BD oc-$ per 9 -
currat in N: quoniam*G C, CH equales funt, necnon EN, ‘-Il-”}’:’:l!ié
NFs, erant quoque (demptis zqualibus *E B, D F, ) N, ND ¢, s
zquales, ideoque & ad dictam diametrum A CN ordinatim ap- Cor. 5
plicatz. At verd non pofiealiam rectam prater G H Hypcrl.m' f";:‘rrﬁ"
Iam in puntto C contingere, patet, quandoquidem & omncs ipf P'f' Je
zquidiltantes in Hyperbola ducte,, quarque alie cllent quam pra- monfra-
di&z applicatz, bifariam quoque per candem diamctrum divide- 7a.

H o : m Cor.5
rentur 7. quod fierinon poﬂclupcru‘ls 8 oftenfum cit. 5 leajur o
' Cx- :
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[192] Overigens moet er hier op gewezen worden - om ook de grootte van middellijnen

vast te leggen - dat die middellijn, die vanaf een willekeurig punt op de hyper-
bool getrokken is door het middelpunt en die door de tegengestelde hyperbool
begrensd wordt en die dus het dubbele! is van de middellijn die afgesneden
wordt tussen het middelpunt en de kromme - zoals CAP - ofwel van de hyper-
bool ofwel van de tegengestelde hyperbolen, transversale middellijn genoemd
wordt.
De lijn die in het eindpunt hiervan de kromme raakt en aan beide zijden door
de asymptoten begrensd wordt of die welke door het middelpunt daaraan gelijk
en daarmee evenwijdig getrokken wordt, zoals GCH, wordt de tweede middel-
lijn genoemd, toegevoegd aan de transversale middellijn. Het lijnstuk echter
dat de derde evenredige is bij PC en GH - bij de de transversale en de tweede
middellijn dus - zoals CO, wordt rechte zijde of parameter genoemd [2.21].

Stelling VII

Propositie 7

Een rechte, getrokken door een eindpunt van een willekeurige transversale mid-
dellijn, evenwijdig met de raaklijn in de top, raakt de tegengestelde hyperbool en
een rechte die geordend wordt aangebracht op een tweede middellijn (toegevoegd
aan een willekeurig aangenomen middellijn) is evenwijdig aan die aangenomen
middellijn.
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Czterim monendum hic, vt i actinoum quoque
magnitudo determinetur , cam , Guiz & uocunque in
‘Hyperbola punétoper
centrum ducta oppo-
fitA Hyperboli termi-
‘natur , ideoque inter-
‘cepte inter centrum

P

;o{"f’: & curvam dupla eft®,
5 bujas. -ut CA P, vel Hy-

‘perbolz , - vel oppofi-

tarum Hyperbolarum
tranfverfam 5 diame-
trum ;. eamque., que
in ipfius termino cur-
vam contingens utrin-
que Afymprotis ter-
minatur, aut qua ipfi
per .tentrum zqualis
&parallela ducitur, ut G CH, fecundam diametrum
-tranfverfz conjugatam ; at verd illam , que ipfis PC,
G H, tranfverfe nempe fecundzque diametro tertia eft
groportionalis , ut CO, rectum latys five Parametrum
dict, ’

“THEOREMA VIIL
“Propofitio 7.

Quz per terminum tradfverfe cujuflibet diametri
-rea ducitur, contingenti in vertice parallela, oppofi-
tam Hyperbolam contingit, ‘& que ad fecundam dia-
metrum , .allumptz ciicunque diametro conjugatam,,

‘ordinatim applicatur, eidem aflumptz diametrozqui-
diftar, )

‘Sit
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[193] Laat van een hyperbool, of van tegengestelde hyperbolen IC en H E, met asymp-
toten BG en DF, een transversale middellijn CE willekeurig zijn aangenomen
en laat door een eindpunt E daarvan de rechte FEG getrokken zijn, evenwijdig
aan BD die (i.e. BD, vert.) de kromme raakt in de top C, zodat deze en de
eerder genoemde (FEG, vert.) de asymptoten snijden in de punten B, D resp.
F,G: ik beweer dan dat ook de voornoemde FEG de tegengestelde hyperbool
raakt in E en dat - indien men door het middelpunt A de tweede middellijn AK
trekt, toegevoegd aan de middellijn CE - de rechten die op deze AK geordend
zijn aangebracht, evenwijdig zijn met de middellijn CE zelf.

Aangezien immers! AFE staat tot EG, zoals AC staat tot CB en eveneens AE
staat tot EF als AC tot CD, en daar zowel AE? en AC als CB en CD? (paars-
gewijze) gelijk zijn, zal ook? zowel EG gelijk zijn aan CB alsook EF aan CD
en dus is ook EG gelijk aan EF. Daarom® zal de rechte FG de tegengestelde
hyperbool HE raken in het punt E. Dit was in de eerste plaats gesteld.
Verder geldt het volgende [2.22): indien men door G en D de rechte GD trekt,
die de tweede middellijn AK in K snijdt en de tegengestelde hyperbolen in H en
I, dan zullen - omdat EG en CD gelijk en evenwijdig zijn - ook® de lijnen GD
en CE, die hen verbinden, evenwijdig en gelijk zijn. Daar de tweede middellijn
AK evenwijdig is aan de raaklijnen BD en FG, dat wil zeggen” aan rechten
die geordend zijn aangebracht op de middellijn CE - AK is immers volgens
onderstelling toegevoegd aan CE zelf - daarom zullen ook® de rechten GK en
EA, evenals ook KD en AC en dus ook? GK en KD gelijk zijn.

Indien daaraan de gelijke!? rechten GH en DI worden toegevoegd, zullen evenzo
de rechten KH en KI onderling gelijk zijn. Daar!! de rechte HI geordend is
aangebracht op de tweede middellijn AK, zullen daarom ook alle overige rech-
ten die daarop geordend zijn aangebracht, evenwijdig zijn met HI en dus ook
evenwijdig zijn met CE.

Dit was in de tweede plaats gesteld.
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Sit Hyperbolz, vel oppofitarum Hyperbolarum IC , HE,
uarum AfymptotiBG,DF, diameter tranfverfa utcunqueaf-
?umpta CE, perquecjus terminum E ducta rectaF E G paralle-
- laipfi BD, que curvamin ver-
tice C contingit, ita ut hzcat-
que illa Afymptotis occurrant
in punctis B,D & F,G: dico
pradictam quoquc F E G oppo-
fitam Hyperbolam contingere
inE ; & fiper centrum A duca-
tur fecunda diameter A K, dia-
metro C E conjugata,ordinatim
ad candem A K applicatas ipfi
C E diamctro zquudiftare. ;rf, o ZJ‘
Quoniam cnimeft'tum AE 4 /;,,.,,-'_
adEG,ut ACad CB, quim,
AEadEF,utACadCD; & chyy ;
funttam A E, A C*quim C B, bujus.
C D ¥ zquales , crit quoque ) per 6
‘tam EG iph CB, quam EF f’;{:‘;+
ipfi CD, ac proinde & E G ipfi guinei.
‘ E Fzqualis. Unde *reta FG S per 6
oppofitam Hyperbolam H E continget in punéto E.Quod primo bujns.
loco propofitum fuit. Porrd fi per G & D ducatur re&ta G D, fe- 4 per 33
cans fecundam diametrum A K in K, oppofitisque Hyperbolis prini.
occurrens in H& I, cumzquales & parallelzint EG, CD, 7 per 3
crunt & ¢ quaipfas conjungunt GD, CE parallelz & zqualcs. f“;’ - 6 b
Ideoqne cum fecunda diameter A K contingentibusBD,F G, id ¥ per 34
clt 7 ordinatim ad diametrum C E applicatis zquidiftans fit, ut- primi.
pote cx Hypothefi ipfi C E conjugata : crunt quoque 8 reéte ? 2o ’
GK,EA,uu&KD, A C, ideoque &?GK, KD a:qualcs.jclfz' 5 o
Quibus fi addantur equales ** GH, D I: crunt fimiliter re€taio per 2
KH, KI fibi invicem @quales. Quocirca cum '* ad{ccundam Cor- 5
diametrum A K applicata fit reGta HI, ctiam cxtere omnesad [/

. . . . . Yper G
candem applicatz '* eidem HI ac proinde & diametro C E zqui- C,r.”j.
diftabunt, Quod fccundoloco propofitam crat, hujas.
: V2per ¢
& 6 Cor.
. bujus. -
Bb pro-’"
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[194] Vraagstuk 1
Propositie 8

Bij gegeven willekeurige toegevoegde middellijnen de toegevoegde assen van de
hyperbool te vinden.

Laten de gegeven toegevoegde middellijnen PC en GH zijn [2.23] en laat de
opdracht zijn de toegevoegde assen te vinden van de hyperbool waarvan deze
PC en GH toegevoegde middellijnen zijn.

Trek eerst vanuit het middelpunt A door G en H de asymptoten AG en AH
en vanuit C de rechte CB tot één van beide asymptoten, evenwijdig aan de
andere en neem dan AD als middelevenredige tussen AB en BC. Wanneer men
dan vervolgens DE trekt, gelijk aan AD en evenwijdig met de asymptoot AH,
dan zal EAF, gaande door E en A en (met als lengte) het dubbele van EA
de gezochte transversale as zijn en JEK, loodrecht daarop en aan weerszijden
begrensd door de asymptoten, de tweede as zijn, toegevoegd aan de eerste [2.24].
Aangezien immers het punt C! op de hyperbool ligt en de rechthoek ADE gelijk?
is aan ABC, zal ook het punt E? op de hyperbool liggen. Daar verder op grond
van de gelijkheid van de rechten DA en DE* ook de hoek DAE gelijk is aan
DEA, dat wil zeggen® aan de hoek EAK en omdat ook de hoeken AET en
AEK gelijk zijn op grond van de constructie, zullen® de driechoeken AEJI en
AEK gelijke hoeken hebben en omdat ze de zijde AE gemeen” hebben, zullen
ze ook gelijk (dat wil zeggen congruent, vert.) zijn en is de zijde IE gelijk aan
de zijde EK.

Omdat het punt E® op de hyperbool ligt en de rechte IK? halveert, welke
rechte aan weerszijden door de asymptoten wordt begrensd, zal die rechte IK
de kromme in E raken: dddrom en omdat de hoeken FEI en FEK recht zijn,
zullen FE en IK de toegevoegde assen zijn.
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ProBrema L
Propofitio 8.

Datis quibufcunque diametris conjugatis, Hyperbolz
axes conjugaros invenire. ;

Sint datz diametri conjugatz P C, GH, oportcatque invenire
conjugatos axcs cjus Hyperbole, cujus ezdem P C, G H conju~
gatz diametri exiftunt. ) .

Duétisab A centroper G & H Afymptotxs.A G? A H, du&i-
que & C adeorum alterutramre&d CB alterizquidiftante, fu-

matur inter AB, BC

r media proportionalis

F AD. Deindu@iDE
ipfi AD zquali, atque

Afymptoto A H pa-

ralleli , erit EAF,

tranfiens per E& A ac

ipfiusE A displa,tranf-

verfus axis qui queri-

H tur,atque I E K ad can-

dem perpendicularis,
" ac utrinque Afympto-

A
:b// |
2
1 Pz tis terminata, axis fe-
C cundus, priori conju~
' oex Fype-
b gatus.
G

2 perig Quoniam enim pun-
{' . &um C * inHyperbo-
5,552.3 laeft, reCtangulumque AD E ipfi A B Czquale?; eritquoque
“per 5 punum E 3 ia Hyperbola. Porrd cum propterreGtasD A, D E
Froms. . ®quales 4 zqualis quoque fit D AE angulusipiDE A, idefts,
P,’;,,,,-_"Q E A Kangulo, fintque & ang}llx AEIL A E K cx conftrutione
% per 32 zquales: erunt® triangula A E I, A E Kzquiangula,atqueob la-
primi.  tus A E commune?’ etiam zqualia, latusque I E lateriE Kzqua-
7,5:,,’,.16 le. Undecum punéum E ® in Hyperbola exiftat, dividatque bi~
i per.j&p, fariam re@am1 K, utrinque Afymptotis terminatam, continget
demonfir. ipfa] K2 curvaminE : ideoque, & propterangulosFEI, FEK

;,55; 6 retos,conjugatiaxes cruntFE , IK.

THEO-
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[195] Stelling VIII

Propositie 9

Willekeurige raaklijnen snijden van de hoek die door de asymptoten van een
hyperbool wordt ingesloten gelijke driehoeken af en de rechthoeken die door de
zijden van deze driehoeken worden ingesloten, zijn eveneens onderling gelijk.
Bovendien worden de opstaande zijden daarvan door de raaklijnen in dezelfde
verhouding verdeeld; ook hun bases, oftewel de raaklijnen die door de asympto-
ten begrensd worden, worden door hun snijpunt in dezelfde verhouding verdeeld.
Evenzo worden die delen van de raaklijnen aan de kromme die liggen tussen hun
snijpunt en de asymptoten, in dezelfde verhouding verdeeld door de raakpunten
[2.25].

Laten de rechten GH en I K, aan beide kanten begrensd door de asymptoten en
elkaar in R snijdend, de hyperbool CE met asymptoten AG en AK, raken in
de punten C en E. Ik beweer dat zowel de rechthoeken als de driehoeken GAH
en TAK gelijk zijn (in oppervlakte, vert.) en dat bovendien GI staat tot I A als
KH tot HA en evenzo staat GR tot RH als KR tot RI, evenals GC staat tot
CR als KE tot ER.

Trek immers eerst vanaf de raakpunten C en E de rechten CB en ED evenwij-
dig aan één van beide asymptoten, bijvoorbeeld AH. Aangezien GC staat tot
GH als GB tot GA en als BC tot AH! en omdat GH het dubbele? is van GC,
zal ook zowel GA het dubbele zijn van GB, alsook AH het dubbele van BC.
Daarom? is de rechthoek GAH het viervoud van de rechthoek GBC oftewel van
ABC. Op dezelfde wijze kan men aantonen dat de rechthoek JAK het viervoud
is van de rechthoek ADE. Omdat de rechthoeken ABC en ADE* gelijk zijn,
zullen dus ook hun viervouden, namelijk de rechthoeken GAH en IAK, gelijk
zijn. Dit is het eerste.
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Tuerorema VIIL
Propofitio 9.

Quelibet contingentes abangulo Hyperbolz Afym-
ptotis comprehenfo zqualia abfcindunt triangula, &
reCtangula fub corundem triangulorum latcribus com-
prehenfa invicem quoque qualia funt, acpreterca ma-
jora corundem latera a contingentibus, ipfzque bafes
feu contingentes Afymptotis terminatz, inmutuooc-
curfu, necnonipfarum partes curvam contingentes in-
ter occurfum & Afymptotos interjecta, in punctis con-
tactus , in eadem ratione fecantur.

Hyperbolam CE, cujus AfymptotiAG, AK, reétz GH,

IK utrinque Afymptotis terminatz, ac fibi mutud in R occur-
rentes ; contingant inpun&is C& E: dico tam reCtangula quim
triangula G A H, I A Kxqualiacfie;ac pratereacfle G IadI A,
ficue KHadHA ; itemque GRadR H, ficut KR adR I; nec
nonGCadCR, ficut KEadER.

Dud&is enim d punétis contaltus C & E reétisCB,E D Afym-
ptotorum alterutri, ut A H, parallelis, cumfit utGCadGH,
itaGBadG A, & BCad AH*;fitque G Hipfius G C duplaz. * per 4
erit quoque tam G A {";'c: 6
ipfius G B quim A H pyjys.
ipfius B C dupla, idco-
que ? rectangulum G A 3 par2o
H re€anguli G B C fi- fexti.
ve ABC quadruplum.
Eodem modo rectangu-
lum I A K re@anguli
ADE quadruplum o-
ftendctur. Hinc cum
. zqualia fint reftangula
ABC, ADEL ¢, crunt quoque corum quadrupla , nimirum , e 3

reftangula G AH & I A K zqualia. Quodeft primum. bujus.
Undecum fitut GAad A K, ital A ad A H, triangnla quo- }ci’;’ 6
Bb 2 que’
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[196] Aangezien® GA staat tot AK als I A tot AH, volgt hieruit dat ook de driehoeken
GAH en IAK gelijk zijn®; hun zijden om een gemeenschappelijke hoek zijn
immers omgekeerd evenredig. Dit is het tweede.

Aangezien door verwisseling’ (van de middelste termen) GA staat tot I A als
AK tot AH, zal ook door scheiding® [2.16] GI staan tot IA als KH tot HA.
Dit is het derde.

Aangezien verder geldt dat - wanneer men van de gelijke driechoeken GAH en
TAK de gemeenschappelijke vierhoek TRH A aftrekt - de resten, namelijk de
driehoeken GRI en K RH ook gelijk zijn, zullen® hun zijden om de gelijke hoek
bij R omgekeerd evenredig zijn, dat wil zeggen GR staat tot RH, zoals KR tot
RI. Dit is het vierde.

Aangezien daaruit door vereniging!® [2.16] blijkt dat ook GH staat tot RH zoals
K1 tot RI, of - wanneer men de helften neemt van de voorgaande termen - dat
CH staat tot HR als EI tot IR, zal ook door omzetting!! van de verhouding,
gelden dat CH of GC staat tot CR als EI of KE tot ER. Dit is het vijfde en
zo is, dat wat gesteld werd, bewezen.

Stelling IX
Propositie 10

Wanneer men in een hyperbool een willekeurige middellijn trekt, dan zal het
vierkant op de tweede middellijn zich verhouden tot het vierkant op de trans-
versale middellijn - oftewel de parameter tot de transversale middellijn - zoals
het vierkant op een willekeurig geordend aangebrachte rechte tot de rechthoek,
omvat door die stukken van dezelfde middellijn die afgesneden worden door de
beide uiteinden van de transversale middellijn (dat wil zeggen P en C in de
figuur op bladzijde [198], vert.) en de (geordend) aangebrachte rechte [2.26].

Laat in de hyperbool BCD, met asymptoten AE en AF, een willekeurige mid-
dellijn PACN getrokken zijn, met GCH als tweede middellijn - toegevoegd aan
de transversale middellijn PC - en CI als parameter - zoals bekend de derde
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epr15 queG AH, I AK zqualiaerunt$, utpotc habentia latera circa
Ji- " communem angulum, reciproca. Quod cft fecundum.
Ac cum permutando

7 per 16 7quoquefitGAadI A,
guinti. utAK ad AH: erit &
8 per 17 8 dividendo G1 adI A,
guinti. ut KH ad HA. Quod

cfttertium,

Porr6 cum ab zqua-
libus triangulis GA H,
IAX ablato communi
quadrilatecro I R HA,,
refidua , nempe trian-
9per1s gulaGRI & KR H, quoquezqualiaremancant, erunt? eorun-
Sextic dem latera circa zqualem angulum ad R reciproca,id cft , erit

GRadRH,utXR adRI. Quodefltquartum.
10per18  Unde cum componendo *°quoquefit G HadRH, utKIad
gumtt. R 1,aut , fumptisantccedentinm dimidiis, CH ad HR, uwtEI
v1perGo- ad IR : erit & per converfionem rationis '* CH five GC ad
rll.ig CR, utEI five KEad ER. Quodecft quintum. Atque ita de~
7415 monftrata funt ca, quz proponcbantur.

THEOREMA IX.
Propofitio 10.

Duéti quacunque in Hyperbola diametro, erit ut qua-
dratum fecundz ad quadratum tranverfe diametri, fi-
ve ut parameter ad tranfverfam diametrum , ita qua-
dratum cujuflibet ordinatim applicatz ad reCtangu-
lum fub ejufdem diametri partibus , utroque tranf-
zerfa termino & applicati interceptis , comprehen-

um.

'

Sit in Hyperbola BCD; cujus AfymptotiAE, A F, ducta
diameter utcunque P A CN, cujus fecunda diameter tranfverlz
P C conjugata fit G CH, parameterverd CI,ipfisnempe P C,,
G H tertia proportionalis, & fit ordinatim ad di¢tam diamctrplm

appli-

121



[197] evenredige bij PC en GH - en laat een willekeurige DN geordend zijn aange-

bracht op de genoemde middellijn: ik beweer dan dat het vierkant op GH staat
tot het vierkant op CP of, wat hetzelfde! is, het lijnstuk IC tot het lijnstuk
CP, als het vierkant op DN tot de rechthoek PNC.
Wanneer immers de aangebrachte DN aan beide kanten door de hyperbool heen
verlengd wordt tot de asymptoten, bijvoorbeeld tot EBN DF, dan geldt het vol-
gende: aangezien het vierkant op? FN staat tot het vierkant op HC, dat wil
zeggen® tot de rechthoek BF D, zoals het vierkant op N A staat tot het vierkant
op CA, zal door scheiding? het vierkant op DN staan tot het vierkant op HC
als de rechthoek PNCS tot het vierkant op CA en door verwisseling® van de
middelste termen zal het vierkant op DN staan tot de rechthoek PNC als het
vierkant op HC tot het vierkant op CA, oftewel” als het vierkant op GH tot
het vierkant op CP of, wat hetzelfde is, als JC tot CP. Hetgeen te bewijzen
was.

Gevolg 1

Hieruit volgt hoe men van een gegeven, willekeurige hyperbool zeg BCD (in fig.
blz. [198], vert.) de asymptoten kan vinden. Wanneer immers het middelpunt 4
gevonden is® [2.27] alsook een willekeurige middellijn AN die de kromme snijdt
in C en een daarop geordend aangebrachte BN, dan geldt het volgende: indien
men N A verlengt tot P, zodat AP gelijk is aan AC en men door C de rechte
GCI trekt, evenwijdig aan de geordend aangebrachte BN en indien men daarna
de punten H en G daarop aanneemt zodanig dat de rechthoek PNC staat tot
het vierkant op BN als het vierkant op AC tot het vierkant op CG of CH, dan
zullen de rechten AGE en AHF, getrokken vanuit het middelpunt A door G en
H, de gezochte asymptoten zijn®.

Gevolg 2

Uit het bewezene blijkt het volgende (fig. blz. [198], vert.): indien door P en I,
de eindpunten van een transversale middellijn en van de parameter, de rechte
PIK getrokken wordt die een willekeurige geordend aangebrachte rechte, bijv.
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applicata qualibet D N:: dico effe ut G H quadratum ad CP
quadratum, aut, quod idemeft ', utrectal CadreCtam CP, ita s py g
quadratum D N acP N Cre&tangulum. rol. 20

Produéti enim applicati D N utrinque per Hyperbolam ad Jexti.
Afymptotos, ut EBNDF, cumfit * FN quadraim ad HC 2 perg, -
quadratum, idcft3, ad BFD rctangulum, utN A quadratum & 22

ad C A quadratum jf":’r ;
critdividendo*D N Cf,oL ¢
quadratum ad H C lmjur.6
uadratum,ut P N C * per ¢
;lc&angulum 5 ad ],E ;";::,’S.
CA quadratum , & 5 per 6
permatando ¢ D N_Gfmmdi-
quadratumad PN C ,f ;:;;6
reCtangulum,ut H C gt
quadratum ad CA
i® quadratum, five7ut7? peris
G H quadratum ad gmr-
CP quadratum, aut,
quod idemeft,utIC
ad CP. Quod dc-
monftrandum erat.

P

Corollarium x.

Hinc colligitur ,
quo pa&o datz cujuflibet Hyperbolz,ut B C D, Afymptotiinve- & per 7
_ niantur. Quippe inventis ® centro A, diametro quicanque A N Goroll. 5
quz curvamnfccetin C, & ordinatim ad eandem applicatd BN ; fi, hujus.
produ@®iN A ad P,ut A P ipfi A C firzqualis,ductique per C re-
@i G Clapplicatz B N paralleld, in eadem notentur punéta H &
G,itaut fit P N C re€tangulum ad BN quadratum,ficut A C qua-
dratum ad quadratum abs C Gfeu C H:crunt, quz cx A centro
per G & Hducunturre@z AGE& AH F,Afymptoti quafitee?, ? per con-

verfum

Corollarium. 2. 10 ujis.

Ex demonfiratis patet, fi per P & I tranfverfe diametri para-
metriquc terminos ducatur recta P 1K, occurrens cuilibet appli-
Bb 3 caz,
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[198] ND - zonodig verlengd - in K snijdt, dan is de rechthoek CNK gelijk aan
het vierkant op de aangebrachte rechte DN [2.28]. Immers PC staat! tot CI,
oftewel PN staat tot NK?2, dat wil zeggen (wanneer we NC als gemeenschappe-
lijke hoogte nemen) de rechthoek PNC staat tot de rechthoek® CN K, zoals de
rechthoek PNC staat tot het vierkant op DN; daarom? zal de rechthoek CNK
gelijk zijn aan het vierkant op de aangebrachte N D, dat wil zeggen - indien ik
het mag zeggen op de manier van de oude meetkundigen [2.29]:

De rechte die vanaf een punt op de hyperbool geordend is aangebracht op een
middellijn heeft - in het vierkant gebracht - de oppervlakte van een rechthoek,
aangebracht op de rechte zijde, met als breedte het lijnstuk dat van de middellijn
wordt afgesneden tussen de aangebrachte rechte en de top op de middellijn,
waarbij dan nog komt een figuur die gelijkvormig is mét en dezelfde stand heeft
éls die, welke omvat wordt door de dwarse en de rechte zijde.

Gevolg 3

Op grond van het bewezene is het ook duidelijk dat in een hyperbool de vier-
kanten op geordend aangebrachte rechten zich verhouden als de rechthoeken
ingesloten door de stukken die op de middellijn worden afgesneden, genomen
vanaf elk van de beide eindpunten van de transversale middellijn®; zo zal - in-
dien LM en DN geordend zijn aangebracht - het vierkant op LM staan tot de
rechthoek PMC als het vierkant op DN tot de rechthoek PNC, omdat van elk
van beide de verhouding dezelfde is als die van de parameter tot de transversale
middellijn; daarom® zal bij verwisseling (van de middelste termen) het vierkant
op LM staan tot het vierkant op DN, zoals de rechthoek PMC staat tot de
rechthoek PNC.
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catz,ut N D, produdie,fi opiis fuerit, in K : reGangulum CNK

. quadrato  applicata:
P D N =zquale cffe.
Quoniam enim eft *
ut PCadCI, five
ut PN ad NKz, id
eft , (fumptdi N C
communi altitudine)
ut PN C reftangu~
lumad C N K re-
¢tangulum 3, ita j-
dem PN C re&an-
gulumad D N qua-
dratum , erit 4 re-
Gangulum CN K
quadrato applicatx
DN zquale, ideft,
fi veterum Gceome-
trarum moreid pro-
poni placeat:

Quz ab Hyperbola ad diametrum ordinatim applica-
tur, poteft fpatium adjacens lateri recto , latitudinem
habens lineam, quzadiametro abfcinditur inter ipfam
applicatam & diametri verticem interje¢tam, excedens-
que figurd fimili fimiliterque pofitd ei , que lateribus
tranfverfo rectoque continetur.

Corollarinm 3.

Manifeftum quoque eft ex demonftratis, in Hyperbola appli-
catarum quadrataadfe invicem effe, velutirettangulafub inter-
ceptis diametri portionibus, ab utroque tranfverfz termino fun-
ptis, ut, fiapplicate fint L M, D N, eritutquadratum L. M ad
re€tangulum P M C, itaquadratum D Nad reftangulum PN C;;
cum utrinfque eadem fitratio, Quz cft parametri ad tranfverfam
diametrum $ , eritque propterea ¢ permutatim L M quadratumad
D N quadratum, ut P M C rectangulumad P N C rectangulum.

THEO-
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[199]

Stelling X

Propositie 11

Indien een willekeurige raaklijn een willekeurige middellijn van een hyperbool
snijdt en indien vanuit het raakpunt een rechte geordend wordt aangebracht
op deze middellijn, dan zal de rechthoek, ingesloten door de stukken van deze
middellijn die — gerekend vanaf het middelpunt — worden afgesneden door de
raaklijn en de aangebrachte rechte, gelijk zijn aan het vierkant op de halve
transversale middellijn [2.30].

Laat de rechte ECF een willekeurige hyperbool KC met asymptoten AD en
AF raken in een willekeurig aangenomen punt C en daarbij de asymptoten snij-
den in E en F', de willekeurig getrokken middellijn AH echter in I. Laat verder
CH door het raakpunt C geordend zijn aangebracht op deze middellijn, die
(namelijk CH, vert.) na verlenging de asymptoot snijdt in M.

Ik beweer dan dat de rechthoek H AT gelijk is aan het vierkant op de halve mid-
dellijn K A of wat hetzelfde® is, dat HA, KA en I A een gedurige evenredigheid
vormen.

Wanneer men immers DK G evenwijdig aan de aangebrachte rechte CH trekt
en KL evenwijdig aan de raaklijn F'E en wanneer men hun (namelijk van DKG
en FE, vert.) snijpunt aangeeft met R, dan geldt het volgende: aangezien? RC
staat tot CF als RK tot KD, dat wil zeggen® dat MG staat tot MF als LE
tot LD, daarom zal ook* MG staan tot GF als LE tot ED.

Omdat verder® FG staat tot GA als DE tot EA, daarom zal ‘ex aequo’® [2.30]
MG staan tot GA dat wil zeggen” HK tot KA als LE tot EA, dat wil zeggen®
als KT tot TA en? door samenvoeging zal HA staan tot KA als KA tot TA.
Hetgeen te bewijzen was.
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THEOREMA X,
Propofitio 11.

Si quelibet contingens cuicunque Hyperbolz diame-
tro occurrat, atque a pun&to contactus recta ad can-
dem diametrum ordinatimapplicetur, erit reGtangulum
fub diametri portionibus A centro per contingentem
applicatamque abfciflis @quale femidiametri tranfverfe
quadrato.

Quamcunque Hyperbolam K C, cujus Afymptoti AD, A F,
contingat in puncte C utcunquefumptoretaE CF, Afympto-
tis occurrens in E & F, diamctro autem A H ntcunque ductz
T ' - ' inI; & per punétum con-

A tatus C ad candem dia-
metrum ordinatim appli-
catafit CH, quzprodu-

&a  Afymptoto occurrat

in M. Dico re€angulum

H A Izqualc fore quadra-

to femidiametri K A | five,
quodidemeft®, contimnc‘-}(ﬁ:r 17
proportionales effe HA,”
KA, &IA.

DuétisenimD K G ap-
plicate CH, & K L con-
tingenti FE paraliclis, notatoque interfetionis pun@o R, cum ,
fit: RCadCF, ut RKadKD, hoceft 3, MG ad MF, ut Cfr’.’ﬁj,,
LE ad LD: crit quoque * MGad GF, wtLEadED. Qua- & 9 b
re cum porrd ¥ fit FG ad GA, utDEadE A crit®ex 2quo jus.
MG adGA,idct7,HKadKA,utLEadE A, hocecft$, ut}‘P:: 2
KIadIA:&componendo HA ad KA ;utKAadIA. Quod/ ;”'mm

demonftrandum erat, pofitio-

. nem ratio-
wis contraviam , wide Clavium ad 18 quinti. 5 per 9 hujus, S per 22 quinti. 7 per 2 fexts,
8 per 2 fexti. 9 per 18 quinti.

THEO=
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Stelling XI

Propositie 12

Indien een willekeurige raaklijn een willekeurige tweede middellijn van een hy-
perbool snijdt en indien vanuit het raakpunt een rechte geordend wordt aange-
bracht op deze middellijn, dan zal de rechthoek, ingesloten door de stukken van
de tweede middellijn die - gerekend vanaf het middelpunt - worden afgesneden
door de raaklijn en de aangebrachte rechte, gelijk zijn aan het vierkant op de
halve tweede middellijn [2.31].

Laat de rechte FCQ een willekeurige hyperbool KC' met asymptoten AD en
AF raken in een willekeurig aangenomen punt C en de willekeurig getrokken
tweede middellijn AB snijden in Q.

Ik beweer dan het volgende: indien vanuit C de rechte CB geordend wordt
aangebracht op deze middellijn AB en indien vanuit A evenwijdig daaraan de
rechte AK H wordt getrokken, die de raaklijn FCQ snijdt in I en de hyperbool
in K, en indien men door K de rechte DKG trekt evenwijdig aan AB (zodat!
de middellijn AKH toegevoegd is aan de tweede middellijn AB en de halve
tweede middellijnen de lengte KG en KD hebben), dan zal de rechthoek BAQ
gelijk zijn aan het vierkant op de halve tweede middellijn KG of K D.
Wanneer men immers door C de rechte TC M trekt, evenwijdig aan de tweede
middellijn AB en dus geordend aangebracht op de transversale middellijn AK H,
die (dat wil zeggen de rechte TCM, vert.) deze hyperbool snijdt in T, de mid-
dellijn AH in H en de asymptoot AF echter in M, dan geldt het volgende:
Aangezien het vierkant op H A staat? tot het vierkant op KA (of® het vierkant
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THEOREMA XI
Propofitio 11.

Si quzlibet contingens cuicunque fecundz Hyperbo-
les diametro occurrat, atque a puncto contatus recta
ad eandem diametrum ordinatim applicetur, erit rectan-
gulum fub fecunde diametri portionibus, 3 centro per
contingentem applicatamque abfciffis , ®quale femi-
fecundz diametri quadrato. '

. Quamcunque HyperbolamK C, cujus AfymptotiA'D, AF,
contingat in pun&o C, utcunque fumpto, reftaF C Q, occur=
rens fccundz diametro A B, utcunqueduétzin Q: dico, fiex C
ad candem diame-
trum A B ordina~
timapplicetur recta
CB, & ex A eidem
zquidiftansducatur
A KH,{ecans con-
tingentem F C
in [, Hyperbolzque
occurrensin K, at-
que per K re@a a-
gaur D K G ipft
A B parallcla, (ita
ut ' AKH diame-
ter fit fecunde dia-
metro A B conjuga-
th, ac femi-fccundx
diametri magnitudine int KX G, KD, ) forere€tangnlum B A Q
zquale ipfius K G vel K D femi-fecundz diametri quadrato.
2per 11 Du&i cnimper Cre@i T CM fecundz diametro A B paral-
hujus» & 113 | ideoque ad interceptam diametrum A K H ordinatim appli-
ﬁ:’;}zo catd, qua Hyperbolz occurrat in T diametroque AHinH, A-
3 per 4 fymptoto verd AF in M: Quoniam cft * HA quadratum ad
/é”:n1 * KA quadrawm, five ? H M quadratam ad K G quadrau};:

ther 7

bujus.
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[201] op HM tot het vierkant op KG oftewel! tot de rechthoek TMC) zoals HA
of CB staat tot A, dat wil zeggen® zoals BQ staat tot A(Q, dddrom zal door
scheiden? het vierkant op HC of BA staan tot het vierkant op K G, zoals BA
staat tot AQ. Daarom* zullen BA, KG en AQ (gedurig, vert.) evenredig zijn en
zal de rechthoek BAQ® gelijk zijn aan het vierkant op K'G. Hetgeen te bewijzen
was.

Gevolg van de twee voorafgaande proposities

Uit wat hier gezegd is, volgt zeer gemakkelijk hoe men vanuit een willekeurig
gegeven punt een rechte moet trekken die een gegeven hyperbool raakt [2.32].
Indien immers het gegeven punt op de kromme zelf ligt, zoals bijv. K, dan
bepaalt men eerst de asymptoten®, trekt dan een rechte, bijv. K P naar één van
beide asymptoten, evenwijdig aan de andere asymptoot en kiest PG gelijk aan
AP. De verbindingslijn GKD zal dan de hyperbool raken in K7 omdat, daar
GP gelijk is aan PA, ook GK gelijk is® aan KD [2.33].

Op dezelfde wijze gaat men te werk indien het gegeven punt op één van beide
asymptoten ligt, bijv. G. Indien men dan eerst AG halveert in P en PK
evenwijdig aan de andere asymptoot trekt, zodat deze (PK, vert.) de kromme
snijdt® in K, dan zal de verbindingslijn GK D'° de hyperbool raken in het snij-
punt K.

Laat vervolgens het gegeven punt liggen binnen de hoek die door de asymp-
toten wordt ingesloten, zoals bijvoorbeeld I; dan trekt men eerst vanuit het
middelpunt!! door I een middellijn, bijv. AIH, die de kromme in K snijdt
en men neemt AH als derde evenredige bij Al en AK. Indien men door H
de geordend aangebrachte HC trekt (natuurlijk evenwijdig!? aan de raaklijn in
K), die de kromme in C snijdt, dan zal de verbindingslijn /C'3 de hyperbool
in dit zelfde punt C raken [2.34].

Laat tenslotte het gegeven punt liggen binnen één van de beide nevenhoeken
van de hoek die de hyperbool bevat, bijv. Q. Men trekt dan door @ en het mid-
delpunt A een tweede middellijn QAB en de daaraan toegevoegde transversale
middellijn AK H (die natuurlijk na verlenging een willekeurige rechte, dic in de
hyperbool evenwijdig aan QQ AB verloopt, halveert). Ook trekt men de raaklijn
KG of KD, begrensd door een asymptoot; indien men dan de rechthoek QAB
gelijk maakt aan het vierkant op KG of KD en door B de rechte BC geordend
aanbrengt op de tweede middellijn AH (moet zijn: AB, vert.), die natuurlijk
evenwijdig!? is aan AK en de kromme snijdt in C, dan zal de verbindingslijn
QC?'® de hyperbool in ditzelfde punt C raken [2.35).

Verder is het duidelijk dat - indien het gegeven punt 6fwel binnen de hyperbool
ligt, 6fwel binnen de overstaande hoek van de hoek die de hyperbool bevat -
het niet mogelijk’® is uit dat punt een rechte te trekken die na verlenging de
hyperbool niet snijdt [2.36].

130



Lis L Canr IL 201

feu'ad TM Crefangulum,, wtHA{en CBad I A jidcelt®, uetper s
B Qad A Q;eritdividendo 3H C quadratuin feu B A quadramm }C'"f - 6
ad K G quadratum, utBAad A Q. AcproprercatB A, KG, Jud.

. N 2per 4
& A Q_proportionales erunt, retanguinmque 5 A Q_ quadra- j},f,,;
to K G zquale. Quod demonftrandum crat. Yper 1y
. R quinti,
Corellarium ad duas propofitioncs precedentes. 3 por G
. 25 Lxti,
Ex di&is facillime colligitur, quo pactod dato quolibetpuncio $periz
ducenda fit reéta, qua datam Hyperbolam conting . Jexti.

Si enim datum punétum in ipfa curvafic, velu K, inventis A -
fymptotis 4, duétique ad illarum aleerutram rectialeeri Afympro- € por ¢
to paralleld, ut KK P,ac fumptd P G ipfi A P zquali, continget jun- gl.:”, o
&1 G KD Hyperbolam in K7, quoniamuti G P ipfi P A, 1ta G K7 p 6
ipli KD wqualis cftS. Lujus.

Eodem modo, fidatum punétum fic in Alymptotorum alteru- B,P"'f' :
tra,veluti G,divisi A G bifariam in P, du&ique P Kalteri Afj ym—ﬁ -
ptoto paralleld , quaz curve occurrar ? in K : continger junéta ? po 2
G KD *° Hyperbolam in punéto occurfus K. ;‘""H?'

Sit deinde datum punctum éntraangulum Afymptotis com- '.OJp-e-rz
prchenfum, veluti I: du&tddcentro* per [ diamerro, ut A 1H, fxrn &
quz curve occurrat in K, fumprique AHiplis A1, A Krertid flb:::::,’_
proportionali, fi per Hagatur ordinatim applicata Fl C (nimi-y, per 5
rum, quz contingenti in K zquidiftce *), ocenrrens curvain C, Cowol. 5

contingetjun¢tal C 3 Hyperbolam in codem C puncto. bujis.
- . . . . 12
Sit dcmquc datum punétum in alterutro angulomm, qui dein- c af ”63

cepsfunt, angulo Hyperbolam centinenti, veluti Q: daétd per Q_pujus.

& centrum A fecundi diametroQ A B, tranfvcrsﬁquc ipﬁ conju- 3 per 1z
atd A K H(nimirum, qua producta quamlibetreétam in Hyper- huas. -

bola ductam ipfi Q A. B aquidiftantem bitariam dividat) , ncc non

tangente KG vel KD, Afymproto terminatd; fi fiat quadrato

K C vel KD xquale rectangulum Q A I3, ac per Bad fecundam

diametrum A H applicetur reéta B C, nempeipl A K xquidi-

ftans ', quzcurva occurratin C: juncta Q C *in codempunt- 14 per 7

¢to C Hyperbolam continget. bujus.

Maniteftum porrd cft, fi datum pun€tum vel intra Hyperbo- ll;) perta

lam foret, vel intra angulum ad verticemei, quiHyperbolam o

continet: ficri non pofie *¢, ntab codem pun&o ducatur reéta, *¢ juxta

qua produ&a-candem nen fecet. ! Cor. 3

bajus,
Cc Ca- .
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Hoofdstuk I11

Definities (3)

Stel dat van een willekeurige rechthoekige driehoek één zijde - of deze nu de
rechte hoek onderspant of tegenover één van de scherpe hoeken ligt - in deze
hoek zodanig beweegt, dat elk eindpunt van deze bewegende zijde steeds ligt
en blijft liggen op de zijde waarmee dit vanaf het begin verbonden was, terwijl
deze zonodig of naar de ene kant of naar de andere kant verlengd is.

Laat verder deze beweging voortgezet worden zowel over de nevenhoeken als
over de overstaande hoek van de eerdergenoemde hoek totdat de bewegende
zijde is teruggekeerd in de beginstand.

Laat tenslotte door een willekeurig punt op deze lijn, of eventueel het verlengde
daarvan, een kromme worden beschreven; dan zal de eerder genoemde bewe-
gende zijde met de naam ‘beschrijvende lijn’ worden aangeduid [3.1].

II

Het punt echter dat men op deze zijde aanwees om de kromme te beschrijven
zal ‘het werkpunt’ of ‘het punt’ zonder meer genoemd worden.

111

De afstand echter van dit punt, zowel tot het ene eindpunt van de beschrijvende
als tot het andere, zal met de term ‘interval’ worden aangeduid.

Iv

Wanneer sprake is van de hoek zonder meer, zullen we dié hoek bedoelen die
door de beschrijvende wordt onderspannen en waarin deze zich beweegt.

v

Het hoekpunt van de hoek waar de beschrijvende als het ware in een aaneenge-
sloten beweging omheen loopt, zal ‘het middelpunt’ genoemd worden.
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Carur IIL
DEFINITIONES TERTIA
i I
S I quodlibet triangluli reCtanguli latus, five id reGtum

angulum fubtendat , five acutorum altcrutri oppofi-
tum (it, in eodemangulo moveatur, ita ut uterque mo-
ti lateris terminus femper exiftat, mancatque in latere,
cui abinitio junctus fuit, producto tamen five ab altera
five ab utraque parte, prout opiis fuerit; idemque ille -
motus tam per angulos , qui prefato deinceps funt,
quim per eum , qui ip{iad verticem eft, ordine con-
tinuetur , doncc ad pofitionem fitumque priftinum
latus motum redierit, atque ita quolibet puncto quod
in eodem , utcunque etiam producto , notare placue-
rit , curva defcribatur linea, prediGtum mobile latus
Defiribentis Linee nomine defignabitur.

IL
Punctum autem quod in eodem ad defcriptionem
notare placuerit, Punctum Efficiens, aut Pantium fim-
pliciter vocabitur.
IIL

Diftantia verd ¢jufdem puncti tam abunoquamab al-
tero deféribentis termino Intervallum dicetur.

1V.
Cumde angulo fimpliciter fermo erit, eum intellige-
mus, quem fubtendit, & inquo movetur deftribens.
V.

Anguli vertex , quem deferibens continuato motn

quafi ciccumambulat, Centrum appellabitur,

. VL
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VI

Wanneer men op één van beide benen van de hoek - zonodig naar beide zijden
verlengd - vanuit het middelpunt naar beide kanten een stuk afpast ter lengte
van het interval dat door het andere been wordt begrensd, dan noemt men dit
(totale lijnstuk) de richtlijn.

Vil

We zullen zeggen dat de beschrijvende in de beginstand is, wanneer deze lood-
recht staat op de richtlijn; hetzelfde wordt in dit geval ook over het punt gezegd
en wanneer daarover zonder meer sprake is, worden zij geacht in deze stand te
zijn.

VIII

Wanneer men vanuit het punt (i.s.p., vert.) een lijn door het middelpunt trekt,
dan wordt het dubbele van het stuk, afgesneden tussen het punt en het middel-
punt, de secans genoemd.

We denken ons de volgende situatie. Laat van de rechthoekige driehoek ABC
de zijde BC zich bewegen in de hoek BAC, bij voorbeeld z6 dat het eindpunt
C naar A gaat en tegelijkertijd B terugkeert of vooruitschuift naar I, zodanig
echter dat de eindpunten B en C steeds liggen en precies blijven op de zijden
waarmee ze vanaf het begin verbonden waren, namelijk B op de zijde AB en C
op de zijde AC, zonodig verlengd.

Laat deze zijde (namelijk BC, vert.) bij deze zelfde beweging ook door middel
van een willekeurig punt daarop, bijvoorbeeld H, een kromme beschrijven. Dit
punt is naar believen aangenomen op BC zelf of op het verlengde ervan (zoals
door ons meestal wordt aangenomen, omdat dit in zekere zin passender schijnt).
Deze beschrijvingswijze is namelijk de volgende:

Wanneer het punt C is aangekomen in A en het punt B in I en tegelijkertijd H
het punt F bereikt heeft, dan is door de beweging van het punt H het deel HF
van de kromme beschreven.
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"V I

Alcerutrum anguli crus, utrinque, i opus fuerit , pro-
ductum, atque ab utraque parte a Centro fumptum , ma-
gnitudine zntervalliin altero crure terminati Direfrix
vocabitur.

VIIL

Deferibentemin flatione prima dicemus, clim caad
direftricem cft perpendicularis : idem autem & tuncde
punéto diCum efto, ac ciim deiis fimpliciter fermo erit
in ea ftatione confiderabuntur.

VIIL

Re®ta A punito per Centrum dua, intercepte inter
Dunitum & centramdupla, Secans nuncupabitur.

Ut fi trianguli re@anguli A B C latus B C moveatur in angrnlo

B A C,ex.gr.,utterminus C tendatad A , fimulque B vel retro-
cedatvel promoveatur verstis 15 ita tamen, utiidem termini B &
C femper fint & exat¢ mancant in lateribus, quibus ab initio
' junétituére, nempe B

Fig. 1. inlatere AB, acCin
latere A C, produttis
ubi opuis fuerit ; co-
demque  jllo motu
quolibet fui punéo.
ex. gr., H, aflumpto,
prout placuerit, five
iniplaBC, fivein ca~

K [ 1
. l: dem produéta, (ut i

. nobis plerumque af-

P fumetur ,cum id natu-~

___/ re quodammodo con-
G ' venientits videatur, )

_ deferibat curvam li-

neam: nempc, ut, ubi punctum C pervencritad A, ac punétum B

ad I, fimulque H procefferitad F, defcripta fit per motum punéti
Cc 2 H cur-
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[204] Laat vervolgens de boog FL beschreven worden doordat het punt C voortbe-
weegt via A naar M en tegelijkertijd het eindpunt B vanuit I terugkeert tot, of
vooruitschuift naar K, z6 dat H het punt L bereikt.

Laat op dezelfde wijze de boog LE beschreven worden wanneer B via K in een
doorlopende beweging A bereikt en tegelijkertijd het punt C voortgaande via
M in @ aankomt en het punt H samenvalt met E.

Laat op zijn beurt de boog EP beschreven zijn wanneer het punt B via A het
punt N bereikt heeft en tegelijkertijd het punt C vanuit @ teruggekeerd is, of
vooruitgeschoven naar O zodat het punt H dan P bereikt heeft.

Indien verder deze beweging op dezelfde wijze wordt voortgezet totdat het
genoemde punt G en D passeert en weer H bereikt en de gehele kromme
HFLEPGD beschreven is, dan gelden de volgende benamingen:

BC, die ook in andere standen is: 1A, KM, AQ, NO enz. heet de beschrijvende
lijn.

H heet het werkpunt,

HC en HB heten elk van beide interval. Het hoekpunt van de hoek, nl. het
punt A, heet het middelpunt.

Indien één van de beide benen van de hoek, bijvoorbeeld AC, zonodig naar beide
kanten verlengd wordt, bijvoorbeeld tot D en E, en wel zover dat zowel AD als
AE gelijk is aan de rechte HB, het interval namelijk dat op het andere been
eindigt, dan zal de gehele DE de richtlijn zijn.

Nu het geval echter waarin de beschrijvende BC loodrecht staat op deze richt-
lijn DE. Dit doet zich voor wanneer deze dezelfde stand heeft als het been AB,
zoals de stand A wanneer de hoek recht is (zoals in de eerste figuur) of - wanneer
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Hcurve portio HF: deinde puncto C promoto per A ad M, fi-
mulque termino B retrogreflo vel progrefloabIad K, itaut H
perveneritad L,defcriprus fitarcus FL:
H eodemque modo, ubipunctum B per
X continnato motu.perveneritad A, fi=
maulque punétum C per M progredien-
do pervenerit ad Q, ac punftum
v H in Einciderit, defcriptus fitarcus
LE: ac rur{us ubi punétum B per A
¢ progreflum fueritad N, fimulque pun-
Gum C ex Q_vel retroceflerit vel pro~
greflum fitad O, itauttunc punétum
H perveneritad P, defcriptus fit arcus
EP: atque fi porrd eodem pa&to mo-
‘tus ille continuctur, doncc preditum
pun&um per G & D tranfieritrurfuf-
G quead Hpervenerit, defcriptafittota
curvaHFLE P GD :-erunc
BC, quz& inaliisfttionibuseft 1A, KM, AQ, N 0, &a
linea defiribens:
H punétum cfficiens.
H C & HB utrumque intervallims.
Anguli vertex, nempe punfum A , Centrans.
Fig. 111 7

. Etfialterutrum angnli-
T crus,exempli gratid, A C,.
) 3 utrinque, fi opis fuerit,

L productum fit, velutiad
y ‘ D & E ; itanempe, ut tam
c ) r AD quim A E zqualis fit

reG@z. HB, intervallo vi-
delicet, quod in altero-
crure. terminatur , tota
DE diretrix erit.

: Cum autem defcribens
G B C cidem direttrici DE
eft perpendicularis, quod quidem fit, quando ipfa pofitionc ea~
dem: eft cum crure A B, uti A I, angslo nempe exiftente reéto,

: ' utin,
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[205] de hoek scheef is - dezelfde stand als BC, zoals in de volgende figuren (II en III,
vert.) wordt getoond. In het eerste geval zal Al en in het tweede geval BC,
de ‘beschrijvende in de beginstand’ zijn of de ‘beschrijvende’ zonder meer en
daarom is ook het punt F of H - dat in dezelfde richting ligt - het ‘werkpunt in
de beginstand’ of ‘het punt’ zonder meer.

Evenzo stelt FAG® of HAG®, namelijk de rechte getrokken vanaf hetzelfde
‘punt’ door het middelpunt A en (dus) het dubbele van FA of HA, de secans
voor [3.2].

Stelling XII

Propositie 13

Wanneer men in een willekeurige hoek en met willekeurige intervallen een kromme
beschreven heeft volgens de definities die in dit hoofdstuk uiteengezet zijn, dan
heeft deze (kromme) de eigenschap dat het vierkant op een lijnstuk, evenwij-
dig aan de secans aangebracht tussen een willekeurig punt op de richtlijn en
de kromme, dezelide verhouding heeft tot de rechthoek met als zijden de stuk-
ken die door de aangebrachte rechte worden afgesneden van de richtlijn, als het
vierkant op de secans tot het vierkant op de richtlijn [3.3].

Laat in een willekeurige hoek BAC met willekeurige intervallen HC en HB de
kromme DHEG beschreven zijn met richtlijn DAFE en secans FAG® of HAG®
[3.4]; laat ook vanuit het punt I, willekeurig op de richtlijn DE aangenomen,
de lijn IL getrokken zijn naar de kromme, evenwijdig met de secans FAG® of
H AG®; ik beweer dan dat het vierkant op de getrokken LI staat tot de rechthoek
DIE, zoals het vierkant op de secans FG® of HG® staat tot het vierkant op de
richtlijn DE.

Laat immers de rechte K M de beschrijvende zijn in die stand waarin deze was
toen daardoor het punt L beschreven werd, en beschouw eerst het geval dat de
hoek BAC recht is® [3.5]. Indien men dan KN trekt, evenwijdig aan de richtlijn
DE, die (namelijk KN) de getrokken LI, of eventueel het verlengde daarvan, in
N snijdt, dan geldt het volgende: het interval KL is gelijk aan de halve richtlijn
AFE of AD en dus is ook het vierkant op KL gelijk aan het vierkant op AFE of
AD; daarom zullen, wanneer men aan beide zijden hetzelfde aftrekt - en wel!
het vierkant op KV van het ene lid en het vierkant op AI van het andere lid -
ook de resten, namelijk het vierkant op LN en de rechthoek DIE? gelijk zijn.

Nu staat? het vierkant op LI tot het vierkant op LN, dat wil zeggen? tot de
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utin prima figura, aut fi oblviquus fucrit angaulus , in ipfa pofitione
B C, utiexhibetur in fcquentibus figuris,cric I A ,cafu primo, &
B C, cafu altero’, deferibens in fhationc prima (cu deferibens im-~
pliciter, ideoque punétum F vel H, quod cidem in dirc€num cft,
prnitum efficiens in flatione primafcu punflum (impliciter.

Acproinde FAG “ velHA G *,nempeab codem punflo per « in afu
centrum A du@aarqueipliusF A live H A dupla, fecantem repra- ‘f:g"‘l ﬁ‘;-
fentat, . bincals

. fig. 118
THEOREMA XIL 1T acfi.
milib.

Propafitio 13.

" Inquocunque angulo, & quibuflibet zntervallis, juxta
definitiones hoc capite propofitas, curva defcripti, hoc
ipfi proprium erit, utquadratum cujuflibet fecant =-
_quidiftantis, a quolibet direfricis puncto ad curvam:

applicatz, eandem rationem habeat ad re¢tangulum fub-
partibus diref¥ricis perapplicatam factis , quam quadra-
tum fecantis ad quadratum diretiricis.

Sit in quocunque angnlo B A C, intervallis quibuflibet FIC,
HB, defcripta curvaD HE G, cujus direllrix D AL, fecansain c,.
FA G*velHA G*; atquc i punto lindireétrice D E utcunque fib. fig 1,
aflumpto,” ad curvamapplicata IL fecanti FAG * vel HA G # 1L & fi-
4. . . . milibus.
aquidiftans : dico fore quadratum applicatz LI ad reCtangulum ;' -
DIE, ut cft quadratum Secantis F G “vel H G *ad quadratum fib. cxe-

direftricis D E. terarum
Sitenim re€ta KM deferibens in ca ftatione, utifuit,.ciim per gﬁ'“ﬁl';'
eandem defcriptumeft punétum L. Lt primo quidem, {i angselus )
B A C rcétus fit?, du@td KN dircétrics DE parallcli;, quz oc-, per 34
currat applicatz L1, autcidem produéte , {iopus fuerit, in N : primi.
cum mtervallum KL zqualefitdimidie direéffrici AEvel. AD,* per 47
idcoque & K I. quadratum 2quale A E vel A D quadrato , abla- P"ﬁ"(';’”‘;
tis utringue zqualibus, nimirum *, quadrato KN ab una , & §Pfr+é.‘
quadrato A I abaltera partc, refiduaquoque, nempe L N quas 22 fexsi.
dratum & DIE reftangulum?, xqualia crunt. Unde cum’? ﬁt‘P':{ﬁ"‘
utLI quadratumad LN quadratum, ideft4, ad DIE retan- B e
’ Cc 3 gulum,
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[206] rechthoek DIE, als het vierkant op LM tot het vierkant op LK, dat wil zeggen
als het vierkant op FA tot het vierkant op AE, of! zoals het vierkant op FG
tot het vierkant op DE. Daaruit blijkt hetgeen in het eerste geval gesteld is.
Laat vervolgens de hoek BAC niet recht® zijn [3.6] en laten naar de richtlijn
- of eventueel het verlengde daarvan - de rechten KO en LP getrokken wor-
den evenwijdig aan de beschrijvende BC (i.s.p., vert.) en dus loodrecht op de
richtlijn DFE en laat ook IN evenwijdig aan de zijde AB getrokken worden,
die (namelijk IN, vert.) LP, of eventueel het verlengde daarvan, snijdt in NV,
zodat? de driechoeken AHC en ILP evenals AHB en ILN gelijkvormig zijn.
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Fyg.1. Fig.11.
S _F T
K \L
L
w
---.-.N \
1 |
x B ¢
z,
\ 1A

. per 15 gulum, ita LM quadratumad L K quadratum , hoceft,itaF A

quinti.” quadratum ad A E quadraum, five ' utF G quadratum ad DE
quadratum,con-

ftac priori cafu
propofitum.
Non fit dein=
dcangulus BA C
reftus’, ducan-
turque ad dire-
&tricem , camvé
produttam , fi
opuis fuerit , re-
&tz KO, LP
deferibenti B C
parallelz , idco-
qucad direflricem D E perpendiculares, ut & IN lateri A B pa-
rallela, quz ipfi LP, eidemvé producte, fi opuis fucrit,, occur-
*per 29 pat in N ; itaut * fimilia fint triangula AHC & ILP, item-
Prlml. (]"c
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[207] Tenslotte moet men K en N verbinden.

Nu geldt dat de verhouding van BA tot K A}, oftewel de verhouding van BC
(dat is M K) tot KO gelijk is aan de verhouding van ML (dat is HC) tot LP.
De verhouding van HC tot LP is echter gelijk aan die van HA tot LI en ook
gelijk aan die van BA tot NI en dientengevolge is de verhouding van BA tot
K A gelijk aan die van diezelfde BA tot NI; daarom zal?> K A gelijk zijn aan N 1.
Zij zijn echter ook evenwijdig op grond van de onderstelling. Daarom zullen ook
Al en KN gelijk en evenwijdig zijn3.

Verder zijn ook KL en AE - of AD - gelijk en dus ook de vierkanten daarop;
wanneer men dan daarvan gelijke grootheden aftrekt en wel het vierkant op KN
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que AHB &

ILN, ac de-

nique jungatur

K N. Quoniam

itaque cft *, nt Tper 4

BA ad KA,

five ut BC, id

cft , MK, ad

KO, i ML,

hoc eft, HC,

ad LP; ut an-

tem HC ad L

P,ita HA ad

LI, & ita BA

ad N I', ac per

confequens B A

ad KA, utca-

dem B Aad NI:

crit* K A ip-1pm g

i N I xqualis. guinsi.

Sunt autem &

parallele, ex hy-

pothefi.  Qua-

re & AI, KN

xquales & p1-

rallelz crune 2. 3 per 33

Porro cum a- primi.

quales fint re-

e KL & AE

vel AD, idco-

quc & ipfarum

quadrata , hinc

fubduétis ab iis

'rquahbus, qua-

drato  nimirum

KN ab unm,

ac quadrato Al

ab altera parte,
crunt

Fig.1v.
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[208] van de ene en het vierkant op Al van de andere kant,dan zullen ook de resten
namelijk het vierkant op LN en de rechthoek DIE gelijk zijn!. Hieruit volgt
dit: aangezien? het vierkant op LI staat tot het vierkant op LN - dat is® tot
de rechthoek DIE - zoals het vierkant op AH staat tot het vierkant op HB -
dat is tot het vierkant op AE - of* zoals het vierkant op HG tot het vierkant
op DE, daarom zal ook in dit geval het gestelde duidelijk zijn.

Zo is het duidelijk dat de genoemde kromme dezelfde is als die, welke door de
Ouden ‘ellips’ genoemd werd en dat de richtlijn en de secans dezelfde zijn als
die, welke zij toegevoegde middellijnen noemden of, indien de hoek recht is, de
toegevoegde assen.

Zo zullen wij (in het algemeen, vert.) toegevoegde middellijnen noemen: twee
rechten, getrokken door het middelpunt en aan beide zijden door de ellips be-
grensd, met de eigenschap dat (zoals met betrekking tot de richtlijn en de secans
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primi,

§ fecandi.

2 per g &

22 fexti.
3 per [i{-
prade-
monfir.

4 per 1y
quinti.

208 Et.EMm CURVARUM

Fg. vIL

Fig. v11L crunt quoque - refi-
dua,quadratum nem=
pe LN & reftan-
golum DIE zqua-
lia *. Unde cum fit
* L I quadratum ad
LN quadratum, hoc
elt 3, ad DIE rec-
&angulum, ut A H
quadratum ad H B
quadratum , id cft,
ad AE quadratum,
fivefut H G qua-
dratumad D E qua-
dratum , erit ctiam
boc cafu propofitum
manifeftum.

Atque ita liquet, prediGtam curvam camipfameffe,
quee Veteribus Ellipfis dicta fuit, diref#ricem verdac
fecantem easipfas , quas conjugatas diametros, aut, fi
-angulus reGus fuerit, conjugatos axes vocirunt.

Conjugatas itaque diametros appellabimus binas
rectas per centrum ductas, acutrinque Ellipf termina-

tas;
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[209] reeds is aangetoond) het volgende geldt: indien men op de ene (toegevoegde
middellijn, vert.) een koorde aanbrengt evenwijdig aan de andere, dan staat het
vierkant op deze evenwijdige koorde tot de rechthoek gevormd door de stukken
die door de aangebrachte rechte worden afgesneden (op de eerste middellijn,
vert.) als het vierkant op de tweede middellijn tot het vierkant op de middellijn
die door de aangebrachte koorde wordt gesneden [3.7).

De middellijn die door de daarop aangebrachte rechte wordt gesneden, noemen
we transversale middellijn; maar die middellijn waarmee de aangebrachte rech-
ten evenwijdig zijn, wordt tweede middellijn genoemd.

Alle overige rechten echter, die door het middelpunt getrokken worden en aan
beide zijden door de ellips begrensd worden, zullen middellijnen zonder meer
genoemd worden.

Het lijnstuk dat de derde evenredige is bij een transversale en de tweede mid-
dellijn, zullen we rechte zijde of parameter noemen met betrekking tot de trans-
versale middellijn [3.8].

Men moet echter opmerken dat - indien de hoek recht is en ‘het punt’ even
ver ligt van de uiteinden van de beschrijvende - de kromme die op de bovenge-
noemde wijze door de beweging van dit punt wordt beschreven, de omtrek van
een cirkel is.

Gevolg 1

Uit het bewijs zelf en uit de vergelijking van de eerste figuur met de tweede,
blijkt dat in een ellips van toegevoegde assen de transversale as ook tweede as is
en omgekeerd. Of immers LI nu is aangebracht op de ene as (evenwijdig aan de
andere, vert.) of op de andere, steeds kan men op dezelfde wijze aantonen dat
het vierkant op die aangebrachte rechte staat tot de rechthoek gevormd door de
delen van de as waarop deze rechte is aangebracht, als het vierkant op de ene
as tot het vierkant op de genoemde as die door de aangebrachte rechte wordt
gesneden [3.9].

Gevolg 2

Het is verder duidelijk dat de rechte, door het werkpunt (in beginstand, vert.)
evenwijdig aan de richtlijn getrokken, dat wil zeggen die rechte die door een
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tas ; itaut (quemadmodum de direftrice & fecantejam
demontftratum eft,) quadrata rectarum que alteri ipfa-
rum applicantur alteri zquidiftant , ita fe habeant ad
reCtangula fub partibus per applicationem factis , ut
quadratum alterius ad quadratum ejufdem quz per ap-
plicatas fecatur. '

Et hzc quidem, cui applicate infiftunt, ttanfverfa ;
illa verd, cui ezdem zquidiftant, fecunda diameter vo-
cabitur.

Cztere autem omnes , per cencrum du&z ac u-
trinque Ellipfi terminatz , diametri fimpliciter di-
centur.

Re@tam lineam quz tranfverfe fecundzque diame-
tro tertia eft proportionalis, Latus Rectum five Para-
metrum vocabimus ad tranfverfam diamctrum perti-
nentem.

Notandum tamen eft, {i angulus re&us fit, ac pun-
ctum ab urroque deferibentis termino zqualiter difter,
curvam, quz motu ejufdem punéts, utiprediGum cft,
defcribitur , circumferentiam Circuli effe,

Corollarium. 1.

Ex ipfa demonftratione & collatione figur# primz ctim fecun=
da manifeftum cft: in Ellipfi, conjugatorum axium tranfverfum
ctiam fecundum effe, & contra. .Sive cnim L1 vel huic vel illi
axi applicata fit, codem modo fenmiper probabitur cfle quadra-
tum cjufdem applicatz ad teCtangulum fub partibus axis cui
applicatio fit, ut quadratum axis alterius ad quadratum axis
pradicti qui perapplicatam fecatur.,

Corollarium 2.

- Apparet porrb re€tam perpun@um dutam direétrics paralle-
lam, hoccft, cam, que per terminum fecunde diametri tranf=
Dd verl®
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{210] eindpunt van een tweede middellijn evenwijdig aan een transversale middellijn is
getrokken, de ellips in dit eindpunt en verder in geen enkel punt raakt en deze
zeker niet snijdt.

Indien men immers door F of door H®, het eindpunt van een tweede middellijn
GF*® of GH?, de rechte ST trekt evenwijdig aan de transversale middellijn DE
en dan een willekeurig ander punt op de kromme aanneemt, bijvoorbeeld L, dat
beschreven is door de beschrijvende in de stand K M, en indien men daarna LI®
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210 Erem CurvaruwMm

verfz zquidiftans ducitur , Ellipfin in codem termino , & in-
nullo przterea punélo contingere, multo minus eandem feca-

Fig.1. Fig.11,

« incafu T¢- Sienim per F# aut H * terminum fecundz diametri GF#

fig.I & vel GH *ducti re@i S T, tranfverfz diametro DE paralle~
fimilib.
4 in cafu
figlll &
fimilib.

- Rty

14, affumatur aliud quodcunque in curva:punétum, veluti-L,
quod defcriptum fit defcrifente in ftatione K M , ducaturque
LI
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[211] of LP? trekt, loodrecht op de transversale middellijn, dan zal in driehoek M LI®
of M LP? het lijnstuk ML, dat dezelfde lengte heeft als de loodlijn FA® of HC?,
groter zijn! dan LI® of LP® zodat het punt L dat willekeurig op de kromme
is aangenomen - en dus de gehele ellips behalve het punt F¢ of H® - onder de
getrokken ST ligt oftewel dichter bij het middelpunt van de ellips.

Gevolg 3

Het is ook duidelijk dat in een ellips de vierkanten op de (geordend) aange-
brachte rechten zich verhouden als de rechthoeken met als zijden de delen van
de middellijn die door deze aangebrachte rechten worden afgesneden. Bijvoor-
beeld: indien LI en WX (geordend) zijn aangebracht, dan zal het vierkant
op WX staan tot de rechthoek DXE, zoals het vierkant op LI staat tot de
rechthoek DIE, daar? de verhouding van elk paar gelijk is aan die van het vier-
kant op FG® of HG® tot het vierkant op DE, oftewel van de parameter tot
de transversale middellijn en dus ook staat, na verwisseling van de binnenste
termen, het vierkant op WX tot het vierkant op LI als de rechthoek DX E tot
de rechthoek DIE [3.10].

Gevolg 4

Het is ook duidelijk dat de lijnen die geordend op de as of een middellijn zijn
aangebracht, indien zij naar beide kanten tot de ellips verlengd zijn, door de as
of de middellijn gehalveerd worden.

Een voorbeeld: indien de aangebrachte rechte LI na verlenging de ellips snijdt
in V, dan geldt het volgende: omdat3 het vierkant op LI staat tot de rechthoek
DIE zoals het vierkant op VI tot dezelfde rechthoek DIE; daarom zal* het
vierkant op LI gelijk zijn aan het vierkant op VI en dus zal ook de rechte LI
zelf gelijk zijn aan de rechte VI zelf [3.11].

Gevolg 5

Het staat verder vast dat geordend aangebrachte rechten de ellips niet in meer
dan twee punten kunnen snijden. Indien immers LIV behalve L en V nog een
ander punt, bijvoorbeeld Z, op de ellips zou hebben, dan zouden de rechten IL
en IZ3 en dus ook IV en IZ - als deel en geheel - aan elkaar gelijk zijn, hetgeen
ongerijmd is [3.12].

Gevolg 6

Uit het voorgaande kan men verder het volgende opmaken: indien men vanuit
het eindpunt van een transversale middellijn, zeg FG®, eerst de parameter F'S
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LI “vel LP *ad tranfverfam diamctrnm perpendicularis, fictut « in cafis
in-triangulo MLI“velMLP *re@aML, ideft, perpendicula- bglaii-
risF A“vel HC*, major fit * quim L1“vel LP*; aded ut pun- :“,'n' i
&um L, quod in curva utcunque aﬂ"um}ztum cft, id cft, totaEl- fig 111
lipfis, prater F * aut H’pun&tum, infra du&'.u_nS T, {cu versiis fimilib.

Ellipfcos centrum, cadat. ‘per1d
primi,

Corollarium 3.

Manifcftum quoquecft in Eilipfi applicatarum quadrata ad (=
.invicem effc,, utre€tangula {ub diametri portionibus perapplica-
tas faétis. Utfiapplicatz fine LI, W X, eritquadratum ¥ X
ad re@angulum D-X E , utquadratum L Iad reftangulum D [ E :
.cum * utrinfque ratio fiteadem quz quadrati ¥ G*vel HH G *ad = per 15
quadrammD E, fivequa parametri ad tran{verfam diametrum ; hujo:.
ideoque & permutatim W X quadratumad LI quadratum, uc
DXE retangulumad D IE re¢tangulum.

Corollariuin 4.

Conftat ctiam ordinatim ad axem five diametrum applicatas
utrinque ad Elliplin productas ab axe five diametro bifartam fe-
cari. Ut, fiapplicata LT produéta Ellipfioccurratin V, quoniam
‘¢lt 3quadratum LT adreQangulum DIE, utquadratamV 1ad 3 per cor.
idem D IE reftangulum, crit 4quadratum L 1zquale quadrato preced.

V [, idcoque & ipfarc@a L Lipfire&e V I xqualis. - ;,"';:,9
Carollarium s. N

Conftat porrd, applicatas Ellipfi in.pluribus quim duobus
punétisnon occurrcre, Sienim L I Valio fui puncto praeer L &
V, exempligrand, punéto Z, in Ellipfi effer, reéte IL & 175, 5 per Cor.
idcoque 1'V & IZ pars & totum, zquales forent, quodcft ab- riced.
{urdum. T ’ '

Corollarinm’ 6.

Ex dictis porro colligitur, fi ab extremitate tranfverfc dia-
2 metri,
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[212] trekt, evenwijdig aan de tweede middellijn DE, daarna S en G verbindt en
op de gekozen (transversale, vert.) middellijn een willekeurige rechte geordend
aanbrengt, bijvoorbeeld RQ, die de verbindingslijn SG in Y snijdt, dan zal de
rechthoek FQY gelijk zijn aan het vierkant op de aangebrachte RQ.
Aangezien immers de verhouding van het vierkant op GF! tot het vierkant op
DE, dat wil zeggen? die van GF tot FS [3.13] of van GQ tot QY dat wil



212 EreiMm CurvaruM
s jn cafu metri, ut puta FG*, edu@i parametro F§ fecundz diametro
fig. 1& DE paralleld, jungaturS G, atquead eandem diametrum recta

Fig. 1.

fimilib,

B L
G

H

qualibet ordinatim applicctur, utR Q, quzfecetjun&am SG
inY: fore reCtangulum FQY quadratoapplicatz R Q_zquale.

b ; 4

2 per 13
bujus. .
2 per Gor. Quoniamenim cft * GF quadratumad D E quadratum, ideft 2,
;‘;{:x:" GF adFS$,five G Qad QY, hocelt?, G QF retangulumad
Yexti, ’ YQF
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[213] zeggen® van de rechthoek GQF tot de rechthoek YQF gelijk is' aan de ver-
houding van diezelfde rechthoek GQF' tot het vierkant op RQ, zullen ook de
rechthoek Y@QF?2 en het vierkant op RQ gelijk zijn, dat wil zeggen - als we het
mogen stellen op de manier van de oude meetkundigen:

Het vierkant op de lijn, die geordend wordt aangebracht op een middellijn en
loopt tussen de ellips en die middellijn, heeft een oppervlakte gelijk aan die
van de rechthoek grenzend aan de rechte zijde, met als breedte de lijn die van
deze middellijn wordt afgesneden tussen de betreffende aangebrachte lijn en het
uiteinde van de middellijn, verminderd met (de oppervlakte van, vert.) een
figuur die gelijkvormig is mét en dezelfde stand inneemt als die welke door de
dwarse en de rechte zijde wordt ingesloten [3.13].

Gevolg 7

Het is uit het voorgaande ook duidelijk hoe, bij willekeurige gegeven toegevoegde
middellijnen, een ellips in het platte vlak beschreven kan worden.

Een voorbeeld. Indien bij gegeven toegevoegde assen DAE en FAG® (fig. I
op blz. [212]) een ellips beschreven moet worden, dan moet men met BC - het
verschil van de halve assen AF en AD - als beschrijvende en met HC en HB
als intervallen, elk respectievelijk gelijk aan AF en AD, in de hoek DAG een
kromme beschrijven en deze zal de gezochte ellips zijn.

Maar indien met andere, willekeurig gegeven toegevoegde middellijnen, die el-
kaar onder een scheve hoek snijden zoals DE en HG® (fig. III op blz. [212]),
een ellips beschreven moet worden, dan gaat men als volgt te werk: laat eerst
vanuit het uiteinde van de ene middellijn een loodlijn neer op de andere, bij-
voorbeeld HC; zet daarop of zonodig op het verlengde, de rechte HB af, gelijk
aan DA of AE en trek door B en A de rechte BAF [3.14]. Indien dan met BC
als beschrijvende en met HC en HB als intervallen in de hoek BAC een ellips
beschreven wordt, dan zal deze de gezochte kromme zijn.

Wanneer een middellijn en de parameter gegeven zijn, evenals de hoek die de
(daarop) geordend aangebrachte rechten maken met deze zelfde middellijn, dan
is ook een stel toegevoegde middellijnen gegeven. Daarom is het tevens duidel-
kijk op welke wijze men ook bij deze gegevens een ellips kan construeren.

Stelling XIII

Propositie 14

In een op willekeurige assen beschreven ellips is een willekeurige middellijn een
transversale middellijn en heeft een aan zich toegevoegde tweede middellijn
3.15].
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Y QFrcttangulum, ur * idem G QF re@angulum adR.Q_qua- t perr3
dratum, zqualiacrunt 'Y -QF reftangulumad R Q_quadratum: f";f:‘r’-g

. iy : .
ideft, fi veternm Geometrarum more id proponiplaceat. quints,

Quz ab Ellipfi ad diametrum applicatur poteft fpa-
tium adjacens lateri reto , latitudinem habens lineam
quz a diametro interipfam applicatam & diametri ver-
ticem abfcinditur , deficiensque figurd fimili fimiliter-
que pofitd ci que lateribus tranfverfo redtoque con-
tinetur,

Corollarium 7.

Patet quoque cx anteditis,, quo pacto, datis quibuflibet dia-
mctris conjugatis, Ellipfis in plano defcribatur.
Ut {i conjugatis akibus D AE & F A G “Ellipfisfit dcfcri-
benda, deferibente B C , qu femi-axium A D, A F differentiafit, « in cafu
sntervallisvero H C,H B, ipfisAF, AD utroque utrique zquali- fig. {ﬁ‘
bus,‘in anglo D A G, curvadcfcribatur , eritque hzcipfa Ellipfis "
uxfita.
3 Acfialiis quibuflibet conjugatis diametris, obliqué fefeinter-
fecantibus,ut DE, HG *, Ellipfis fit defcribenda: demifsd i ter- # in cafl
mino unius ad altcram perpendiculari,ut HC, {fumptique in ca- ﬁglllé&'
dem feuinipfa produéta, fi opisfucrit, re@i HBipfi D A vel fmilib.
ALzquali,&perB& A dudire@iBAF,fi deferibente B C in=
tervallisverd H C,H B, inangslo B A C Ellipfis defcribatur, erit
hxc caipfa quz quaritur.
ltaque cum datis diamctro parametroque , nec non angulo
“tiem faciune cum eadem diametro ordinatim ad ipfam applica-
tz, conjugatz quoque diametri datz fint: fimul quoque inno-
tefcit, quo pa&to & illis datis Ellipfis defcribatur.

Tneonrewma XIIIL
Propofitio 14.

In Ellipfi circa quofcunque axes deferiptl, du@a quee-
libet diameter tranfverfa eft, habetque fecundam fibi
conjugatam,

Dd s Sic
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[214] Laat in de ellips SY X Z met middelpunt A en assen SX en Y Z, een willekeurige
middellijn DAE getrokken zijn en laat de beschrijvende OW in die stand zijn
waarin deze was toen het punt D of E beschreven werd, z6 dat DW en DO
de intervallen zijn. Vervolgens brengt men eerst deze zelfde beschrijvende in
achterwaartse stand, dat wil zeggen in één van beide nevenhoeken van W AO,
bijvoorbeeld in de stand van PR, zodanig dat de rechten AR en AP in omge-
keerde volgorde gelijk zijn aan AW en AO, namelijk AR aan AO en AP aan
AW en dus de driehoek W AO! gelijkvormig is met en gelijk aan driehoek PAR;
laat daarna vanuit het punt H op de ellips, dat ligt op het verlengde van de
beschrijvende PR, een andere middellijn, H AG, getrokken zijn.

Ik beweer dan dat de middellijn DE een transversale middellijn is, maar HG
de tweede, aan DE toegevoegde middellijn, hetgeen het volgende betekent.
Men trekt dan eerst HC loodrecht op DE en neemt op deze HC, zonodig na
verlenging, een stuk H B gelijk aan DA en trekt door B en A de rechte BAF'.
Laat daarna in de hoek BAC met intervallen HC en HB een ellips beschreven
worden waarvan in ieder geval DE en HG? toegevoegde middellijnen zijn.

Ik beweer dan dat deze geheel dezelfde is als de gegeven ellips, in die zin dat de
ene met de andere in alle punten samenvalt.

Neem immers eerst op de gegeven ellips een willekeurig ander punt L aan dat
beschreven is door de beschrijvende in de stand TV en beschrijf daarna met TV

als middellijn een cirkel die dan noodzakelijkerwijze ook door A zal gaan®, om-

dat de hoek T'AV recht® is en die ook de lijnen BAF en DAE ergens anders zal
snijden®, bijvoorbeeld in K en M. Verbind K en M, trek deze verbindingslijn
door in de richting van L en trek vervolgens TK en PB.
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SicinEllipfi SYX Z, cujuscentrum A, axes verdSX, Y Z,
‘dua quzlibet diameter D A E ; & fic defcribens O \Win ca fta-
tione, uti fuit cim defcriptum eft pun&um D vel E, itautincer-
vallafint D W, D O.Deindeapplicatd cidem defcribente in fta-
tione reciproca, hoc cft, inalterutro angulorum quiipfi " A O
deinceps {unt, velutiP R, itautreGz AR ,APiplis AW, A O
reciprocé fint zquales, nimirum AR ipiA O, & AP ipli-A\V,
ac proinde triangulum W A O fimile & =zquale triangulo
P AR, ab Ellipleos punéto H, quoddelcribenti .P R in dire-
Gumeft, du&a fit diameter alteraH A G. Dico diametrumD E
tranfverfam cffe, H G autem fecundam ipfi D E conjugatam: id

eft, fi, du@iH Cad D E perpendiculari, in eadem H C, produ-

-

&4, fiopts fuerit, fumatur HB ipfiD A zqualis ; du@iquéper
B & Arc@iBAF,inangulo BA C, intervatlis verto HC,HB,
Ellip{is defcribatur,cujus utique conjugatz diametrifuntinDE,
& HG*: dico illam cum expofita Ellipliomnino candem forc,
ita utaltera alteri per omnia congruat.

Aflumpto enim in expofita Ellipfi alio quopiam punéto L,
quod quidem deferipti fic defcribente in ftatione T V', diame-

4 autcer- oro TV circulus delcribatur, qui, propterangulum™ AV re-

té, quia’
puncto-

rum T

& V al. ' . )
terutram cum puncto A coinsidit, uti eftcafusin fig. VI 3 per comverfum 3t sertii.

&um *, neceflarid quoque per A tranfibit 3, lineafque BAF &
' DAE
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[215] De lijnen DO en HP snijden elkaar, zonodig na verlenging, in @ onder rechte
hoeken, omdat de driehoek OQP met elk van beide drichoeken OAW en RAP®
gelijkvormig is. Daarom zullen - wanneer men het snijpunt van DE en PH
aangeeft met I - de driehoeken IQD en ICH gelijke hoeken hebben, omdat de
hoeken bij @ en C recht zijn en die bij I 6f gemeenschappelijke éf overstaande
hoeken zijn.

Omdat in de drichoeken ODA en PHB de zijden OD en DA respectievelijk
gelijk zijn aan de zijden PH en HB en om gelijke hoeken liggen, zal ook! de
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DAE alibietiamfecabit ¢, utiin K& M. Deindejun&iK M, + ade il-
eaqueproductiversisL, agantur T K, P B. larum al-
eram -
contin-
get, altc\-
ryam vero
{ecabie,
ut in
cafib. fig.
1l &1V,

- Cumigitur ipfaram D O; HP, productarum, fropis fuerit,
interfectio ad Q_fiatad angulos reftos, ob fimilitudinem trian-

guli O QP cum utroquestriangulorum QO AN, R AP ¢, nota-* vel, fi -
to ipfarum D E, P Hinterfectionis punéto I', crunt triangula g'gﬁ;"
coinci-
dant, ob
angulos
AOW,
APR fe-
mirectos

1QD, ICH aquiangula, obangulosad Q & C'relos, adI

* verd aut communcm aut ad verticem. Ideoque cum triangula
ODA, PHB lateraO D, D A lateribus PH,H B, utrumque
utrique, circum zquales angulos equaliahabeant; cric& * bafis’ 2er 4 -
. O A’pmm.
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[216] basis OA - of het lijnstuk AR - gelijk zijn aan de basis PB en zal de hoek DOA,
dat is PRA, gelijk zijn aan de hoek HPB en daarom! is de rechte PB even-
wijdig met RA. Nu zijn in de drichoeken RAP en BPA de zijden RA en AP
respectievelijk gelijk aan de zijden BP en PA en liggen om gelijke - want rechte
- hoeken; daarom zal ook? de basis AB gelijk zijn aan de basis PR oftewel ge-
lijk aan de beschrijvende TV en is de hoek ARP gelijk aan de hoek PBA. Dus
zal ook de cirkel beschreven met middellijn AB (die echter ook door de punten
C, P3 en R* gaat omdat de hoeken ACB en APB recht zijn en de hoeken ABP
en ARP gelijk zijn) congruent zijn met de cirkel TKV.

Ook zijn de hoeken PBC en BPR respectievelijk gelijk aan TKM en KTV,
immers PBC is gelijk aan TK M? omdat elk van beide met de hoek PAC of
TAMS twee rechte hoeken vormt® en BPR is gelijk aan KTV omdat elk van
beide® gelijk is aan BAR of K AV of FAV. Verder zijn, omdat de hoeken PAB
en TAKT gelijk zijn, zowel de bogen PB en TK als hun koorden, namelijk de
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O A,fivereta A R,baliP B, angulusqueD O A,idcftPRA,

v per37 angulo H P Bzqualis; ac propterea * reéa P Bipfi R A paralle-
primi.— fa, Hinccumtriangulorum RAP & BP A lateraR A, AP la-
teribus BP, P A circa azqualps angiilos, nempe reétos, utrumque

2per 4 utrique fint 2qualia : eric & * bafis A B bafi PR, feu defcri=
primi- benti T V, angulusque A R P anguloP B A xqualis. Quocirca
& circulus diametro, A B defcriptus (qui quidem, obangulos

A CB, AP Brettos, ac ABP, ARP zquales, perpunétaC,

Sper con-p 3 & R 4eranfit) circalo T KV zqualisérie. Unde cirman-
;’:',rf:f" guliP BC, BPRipfisT KM, KT V, uterque utrique;; 2qua-~
3 per con- les fint, icmpe P B C ipfi TK M, quoniam uterque cunvan-
verfam  aulo P A C feu T AM f binosreétos conftituic, & BP R ipfi

21 tertif. . .

< pro cafu fig. IT adde: ideoque & hi qui ipfis deinceps funt. § per24 teetil, ¢ in cafu
fig. 1T uterque angulo P A C ftu T A Mzqualiseft per 20 tertii. Ineafii fig. 111 uterque
cum angulo P A C binos reGosconftituit , nempe hic per 13 primi, & ille per 22 tertii. In
caiu fig. TV 2quales funtanguli P B C, T K M, quoniam prior cum anguloP A C, pofte-
rior verd cum angulo T V A (qui quidem P A C, T V A zquales (unt per 32 tertii ) binos
rectos conftituit periz terrii. Incafu fig. V, TK M five T A M zqualistftangulo PBC,
quia uterque cum angulo P A C duosre@os conttituit per 13 primi & 20 aciztertii. In
cafu fig. V I equales funtanguli P B C, TK M, quoniim angulus P A C xqualiseft ei, qui
in{egmento A V M confticucrettir per 32 tértii ; Quorum quidem prior cumanguloPBC,
pofterior verd cum angulo T K M birios rectos conftituit ger 21 rersii, :

§ przo KTV, propterea quod utci'qde SanguloBAR feuK A Vfive
g’;;"l.’n"t' F AV zqualis cft’; fintque porrd, ob zquales angulos P A B,
afufig. T A K7, ampctipherizP B, T K, quim carum fubtenfe , nem~

IIT per . : [
candeém n P

& 32 tertii, f Incafibus fig. 1V & V tam angdlus BPR feu BAR, quim angulusK TV
cumangulo K A V duos reGos conftituit per 13 proms, & a2 serbii. 7 per 26 & 29 fertii.

‘
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[217] zijden PB en T K die tegenover genoemde gelijke hoeken liggen, onderling gelijk?.

Daaruit blijkt dat, zoals de rechten BC en PR na verlenging elkaar in H snij-
den, zo ook de rechten KM en TV na verlenging elkaar zullen snijden en wel
in hetzelfde punt L omdat TL gelijk is aan PH. Immers op grond van het
voorgaande zijn de driehoeken BPH en KTL gelijkvormig en geheel gelijk en
dus is ook de zijde KL gelijk aan de zijde BH. Ook is echter de koorde KM
gelijk” aan de koorde BC omdat de hoeken K AM en BAC gelijk zijn. Daarom
zal ook LM gelijk zijn aan HC.
Daar KM de beschrijvende is - hij is immers gelijk aan BC' en aangebracht in
de hoek K AM (die samenvalt met! BAC 6f daarvan overstaande® of tenslotte
nevenhoek is') of eventueel met een van beide benen samenvalt™ - en omdat
op grond van het bewezene ook de intervallen HB en HC gelijk zijn aan de
intervallen LK en LM, daarom volgt dat het punt L - willekeurig op de ge-
geven ellips aangenomen - en dus de gehele ellips SY X Z, ligt op de ellips die
beschreven is in de hoek BAC met intervallen HB en HC en dat dus de ene
ellips geheel samenvalt met de andere.
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pe latera PB, T K dictis 2qualibus angulis adjacentia inter fe

aqualiat : apparet ficutireCtz BC, P R produtte concurruntzf“"f"‘ﬁ‘
inH, ita quoquerectas KM, TV productas, & quidem , cum birecta

ipfi P H zqualis it TL, inipfopunéto L concurfuras. quippeBAF
ex antedictis * fimilia atque in totum zqualia func triangula tangic

BPH, KTL, adeoque & latus KL lateri BHxquale. Eftau- C.I'.rl"("‘l;':“

tem * & fubtenfa KM fubtenfz B C zqualis*, ob axquales an- xqualia
funt late-
raB P, TKobangulosB AP, T V Kxqualesper 32 tertii. Incalu fig. VT, ubire€aPAY
contingit circulum T K V, zqualesfunt fubtenfz B P, T K obangulosPA B, TMK ce-
quales per32 tertii. + per 26 primi. 2 per26 & 29 tertii, * lncalufig. 111, K MipiBCelt
xqualis, quandoguidem angulus qui confifteret in fegmento K'T M axqualisforet angule
FAMfeuB A C per 32 teress. In cafua fig. IV, K M iph B C eft aqualis , quandoquidem an-
gulus KT M zqualis et angulo K A Cleu B A C per 32 rervii. Incafufig V,K M ipiBC
eft zqualis, quandoquidem angulus in fegmento B C zqualis foret angulo K A M, utpote
cum tam hic quim ille cum angulo C A B duos rectos conftitueret per 13 primi & 22 sersii.

gulos KAM, BA C. Quocirca & LM ipfi HC zqualiserit. ut in
Unde cum dcfcribens it KM, utpoteipfiB C zqualis, ac con- <aft fig-
fticura in angulo KX AM (qui cumipfoB A Cvelidem?, velciad, l&tin
verticem *, vel denique ipfi deinceps eft ! ) aut certé cum al- cafibus
terutro crurum coincidens ™ , atque ex demonfiratis 2qualia fig L& IL
quoque fint intervalla HB, HC intervallis LK ,LM: {cqui- ‘ﬁ"“‘“]r
tur punftum L, inexpofita Ellipfi utcunque fumptum, ideft s mout in
totamElliplin SY X Z, cflein Ellipfi, quz in angulo B A C, in-cafibus
tervallis HB, HC, defcribitur , ideoque alteram alteri per fig- 111
o o Ec - omnia
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[218] Van deze laatste zijn echter! de middellijnen DE en HG geconjugeerd. Daarom
zijn deze ook van de eerstgenoemde ellips - die dezelfde is, - toegevoegde mid-
dellijnen, dat wil zeggen DE ecn transversale en HG de tweede. Hetgeen te
bewijzen was.

Gevolg 1

Hieruit kan men begrijpen niet alleen dat alle ellipsen hun eigen assen hebben,
maar ook op welke wijze bij willekeurige gegeven toegevoegde middellijnen, de
assen gevonden kunnen worden van die ellips waarvan deze middellijnen zijn
[3.18].

Een voorbeeld: laten van een willekeurige ellips DAE en HAG toegevoegde
middellijnen zijn. Indien men dan eerst HB trekt, gelijk aan de halve middel-
lijn DA of AE en loodrecht op DE en indien men B en A verbindt, dit lijnstuk
in N halveert en verder met N als middelpunt en N A of N B als straal een cirkel
beschrijft die de rechte, getrokken door H en N snijdt in P en R, dan zullen de
rechten HP en HR de lengte hebben van de halve assen. Wanneer men deze
dus aan beide kanten vanaf het middelpunt A met dezelfde lengte uitzet in de
richting van of door de punten R en P, dan zullen zij, zoals de gehele SX en
Y Z, in grootte en ligging de gevraagde assen van de ellips voorstellen, waarvan
DAE en HAG toegevoegde middellijnen zijn.

Trek immers eerst PB en neem AQO gelijk aan AR en dus ook? gelijk aan de
getrokken PB en trek daarna DO, die SX in W snijdt. Omdat nu - daar de
hoek ACB recht is - de beschreven cirkel ook door C gaat?, zullen de hoeken
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omnia congruere. Sunt autem * hujus conjugatz diametri DE ,,
HG. Quare & illius, quz cum iplacademelt, conjugatx dia

Fign

metri erunt, nimirum D E tranfver(z’, & HG fecunda. Quod:
demonftrandum crat.

Corollarium: 1.

Hinc colligitur non folim Ellipfes omnes fuoshabere axes,
fed & quo patto datis quibuflibet diametris conjugatis , ejus Elli=
pleos cujus diametri funt, axes inveniantur.

Ut fi cujufcunque Ellipfeos conjugatz diametri fintD AE &
HAG, du&tiH B, femidiametro D A vel AE zquali, atquead
D E perpendiculari, jun&@iqueB A ac ipsd bifariam in N divisi,.
fi centro N.intervallo N A vel N B circulus defcribatur, fecans
re€tam per H & N du@am inP & R: eruncreétzHP, HR fec-
mi-axes magnitudine,quz idcirco utrinque i centro A versis,aut.
perpunéta R & P, zqualilongitudine in dire€tum pofitz, ficut
toxSX &Y Z, cxhibcbunt magnitudine ac pofitione quafitos
axes ejufdem Ellip{eos, cujus D AE & HA G conjugate diames
tri exiftunt.

Du&ienimP B, fumptique A O ip(i A R, ideoque*8 du=
¢tz P B zquali, agatar D O, occurrens ipft SX in W. Cum ita-
que ob angulum A CB re€tum defcriptus circulus ctiam per C
tranfeat? ;eruntanguliP BH& O A D zquales , quoniam uter=

que



[219) PBH en OAD gelijk zijn omdat elk van beide met de hoek® PAC of PBC

twee rechte hoeken vormt!. Nu zijn in de driechoeken OAD en PBH de zijden
OA en AD respectievelijk gelijk aan de zijden PB en BH en wel liggen zij om
gelijke hoeken: daarom zal ook? de basis OD gelijk zijn aan de basis PH dat
wil zeggen aan de rechte SA of AX, zodat ook de hoek AOD gelijk is aan de
hoek BPH of® PRA. Daar de driechoeken RAP en OAW gelijk zijn omdat de
hoeken bij R en O gelijk zijn, de hoeken RAP* en OAW recht en ook de zijden
RA en OA gelijk, daarom zal ook® de zijde AW gelijk zijn aan de zijde AP,
zoals ook de zijde OW gelijk is aan PR.
Aangezien® OW en PR beschrijvenden zijn van de ellips met assen SX en Y Z
en wel in achterwaartse stand geplaatst (blz. [214]) en met werkpunten D en
H, is het dus uit bovenstaand bewijs duidelijk dat de ellips die met de assen
SX en Y Z beschreven wordt, geheel en al dezelfde is als die waarvan DE en
HG toegevoegde middellijnen zijn.

Zo is het duidelijk dat datgene wat in bovenstaande stelling werd geponeerd en
bewezen voor een ellips die beschreven is op willekeurige assen, ook geldt voor
een willekeurige ellips, beschreven op willekeurige toegevoegde middellijnen.
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quecumangulo * P A CfeuP B C duos rectos conftituic* . Un-, ;.
decumtriangulaO AD, PBHlateraO A, AD lateribusP B, rum cur:
BH, utrumque utrique, & quidcm circa zquales angulos equa- angnlo

lia habeant: crit quoque * bafisO D bali P H, idelt, reCteSA 2’% %g’l“

vel AX,ut& angulus A O DanguloBP Hfcu 'P R A zqualis. g fimili.
Hinc cum zqualia fint triangulaR AP, O AV, propter angu- bus, &

losad R & O zquales, atque*R AP, O AW rcllos, necnon o
latera R A & O A zqualia:eritetiam 5 latus A\Y lateri A P, ut f:u PRC

&latus O W ipfi P R zquale. Quocirca cum é deferibentes fint'in cafn

fig. 11 &
€imilibus, 3 per 13 primi ¢ 22 tertii., 2 per 4primi, 3 per29 primi. 4 per31eertiidy 12
primi. § per-2.6 primi. S per 13 bujus.

O W, PR cjus Ellipfeos, cujus axes funtSX, Y Z, & quidem in
ftationc reciproca conftitute , punétague efficientiaD & H: mani-
feftum clt ex fuperiori demondtratione, Ellipfin, quz axibus S X,
Y Z defcribitur, cumca, cujusdiametri conjugatzfunt DE &
H G, omnino candem eflc:. N

Arqueita, que de Ellipfi, circaquofcunque axes de-
feripta , fupcriori Theoremate propofita ac demon-
ftratafunt, etiam cuilibet Ellipfi, &circa quafcunque
diametros conjugatas defcriptz, convenirc , manife-

ftum cft.
Lea Co~
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[220]

Gevolg 2

Verder volgt uit het bewijs van dezelfde stelling dat in een ellips alle middellijnen
door het middelpunt gehalveerd worden. Er is immers bewezen dat op een
willekeurige middellijn DE het deel AE gelijk is aan het deel DA, omdat elk
van beide gelijk is aan het interval HB [3.17].

Gevolg 3

Het is bovendien duidelijk dat in een ellips van willekeurige (paren, vert.) toe-
gevoegde middellijnen, de transversale ook tweede middellijn is en omgekeerd.

Een voorbeeld: indien van de toegevoegde middellijnen DE en HG, DE de
transversale is en HG de tweede, dan zal ook HG transversale middellijn zijn,
omdat in een ellips een willekeurige middellijn’ transversale middellijn is en een
daaraan toegevoegde middellijn heeft. Het bewijs dat echter ook DE de tweede
middellijn is die aan HG is toegevoegd, zal terstond blijken door fig.1 en fig. I1
te vergelijken, daarin slechts de letters te veranderen en de noodzakelijke wijzi-
gingen aan te brengen.

Gevolg 4

Daarom zal ook een rechte die door een eindpunt van een transversale mid-
dellijn wordt getrokken, evenwijdig aan de tweede middellijn of aan geordend
aangebrachte rechten, die ellips in dit punt en verder in geen enkel punt raken
en geheel buiten de ellips vallen? [3.18].
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Corollarium. 2.

Sequitnr porrd ex demonftratione cjufdem Theorematis, in
Elliplt diametros omnesi centro bifariam fecari. demonftratum
enim cft, in diametro D E, utcunque duéti,partem AE partiD A
zqualem effe, cum utraque intervalle H B zqualis fit.

‘Corollarium 3.

Patet infuperin Ellipfi, quarumcunque diametrorum conju<
gatarum tranfverfam etiamfecundam effe , & contra.. Ut, ficon-
jugatarum diametrorum D E , H G tranfverfa it D E , & HG fes

cunda; cum in Ellipfi du@a qualibet diameter * tranfverfa fie,
habeatque fecundam f{ibi conjugatam, erit quoque HG. tranf-
verfa. Atverd & D E fecundamefleipfi HG conjugatam, faQd
collatione figarz I cum 11 tranfpofitis tantim literis, ac muta=
tis mutandis demonftratum fimul apparebit..

Corollarium 4.

Quare &.quz. per.terminum tranfverfz diametri fecundz 2=
quidiftans {eu ordinatim applicatis parallela ducitwg: Ellipfinin
eodem termino & in nullo praterea puncto centingit, totaque ex=
tra Ellipfin cadit*, -

Co-
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[221]

Gevolg 5

Zo geldt ook het volgende: een willekeurige rechte die vanuit een willekeurig
punt op de kromme geordend is aangebracht op een willekeurige middellijn van
de ellips, valt geheel binnen de ellips; deze rechte kan immers niet geheel buiten
de ellips vallen! en deze ook niet in meer dan twee punten snijden? (3.19].

Stelling XIV

Propositie 15

Een rechte die twee willekeurige punten op een ellips verbindt en door een mid-
dellijn gehalveerd wordt, moet of door het middelpunt getrokken zijn of ge-
ordend zijn aangebracht op deze middellijn, dat wil zeggen evenwijdig aan de
toegevoegde middellijn.

Indien immers in de ellips ABC'D met middelpunt K de rechte EHG gehalveerd
zou worden door de middellijn AK'C, terwijl hij niet door het middelpunt gaat en
ook niet evenwijdig is aan de toegevoegde middellijn BD, dan zou het volgende
gelden: brengt men eerst GIF geordend aan en trekt men dan de rechte GKL
door het middelpunt dan zou - omdat in dit geval GH staat tot HE als GI
tot IF3 en ook als GK tot KL* - de rechte door F en E met die door E en
L één rechte vormen, evenwijdig® aan de middellijn AC en dus geordend zijn
aangebracht® op de andere middellijn die er aan is toegevoegd, nl. BD en de
ellips in drie punten snijden. Hierboven” is aangetoond dat dit niet mogelijk is.

Gevolg 1

Daarom geldt ook het volgende: indien een middellijn een willekeurige rechte
halveert die in een ellips niet door het middelpunt getrokken is, dan halveert®
deze ook alle daaraan evenwijdige rechten [3.20].
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Corollarium s.

Adeoque quelibetrecta, i quovis curva punéto ad quamcun-
que Ellipfcos diametrum ordinatim applicara, tora intra Ellipfin
cadit; urpote cum eancc in totum excra Ellipfin cadere® ) nec ci- « per

demiin pluribus quim duobus punétis occurrere* poflic, C:;'. pre-
) . ceqaens.
. 2 pr
TrREOREMA XIV. c".x;,
bujus.

Propofitio 15.

Quz bina quelibet Ellipfeos pun&a conjungens re-
¢ta linca bifariam 4 diametre dividitur, eritaut per cen-
trum duéta, aut adeandem diametrum ordinatim appli-
cata, hoceft, conjugatz diametro xquidiftans.

SieniminEllipi ABCD, cujus
centrum K, 3 diametro A X C bi-
fariamdivideretur re€U EH G, qua
neque per centrum tranfeat, neque
conjugatz diametro B D zquidiftuns
fit; applicatd ordinatim G I F, ducti-
queper centrum retd GKL: Quo-
niam effer, ut GHad HE, itatem
GIadIF3, quimGKad X L4, re-1per 4
¢taper F& E, necnon per E & L du- 1(,:”" '3
&atoret unalineareta diametroque 4”;,:‘: 2
A 'C parallelas; ideoque adaltcram Cor.14
ipli conjugatam , nempe ad B D, bujus.
ordinatim applicata ¢, atque Ellipfi in }_L’; z
tribus punétis occurreret; quod fic-6 per 13

rinon poflc fupra?oftenium cit. & 3 Cor.
: 14 bujus.
7 g
Covoll.13
Lujus.

Coroliarium 1.

Ideoque ffdiamcter re@am quam-
libet in Ellipfi non per centrum du- 8 per4
¢tam bifariam dividatomnes quogue Gor. 13
ipfizquidiftantes bifariam fecabir &, 1"'9':‘;-

Ec 3 Co-
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[222]

Gevolg 2

Op grond hiervan geldt: indien in een ellips twee willekeurige, onderling even-
wijdige rechten getrokken zijn, dan zal de rechte die elk van beide halveert, door
het middelpunt van de ellips gaan, oftewel een middellijn daarvan zijn. Immers
een middellijn die door het midden van een van de twee evenwijdige koorden
getrokken wordt, zal ook door het midden van de andere gaan!®.

Daaruit blijkt hoe men van cen gegeven ellips willekeurige middellijnen kan
vinden en tegelijkertijd de daarop geordend aangebrachte rechten, alsook het
middelpunt ervan - dat immers het gemeenschappelijke snijpunt is van twee of
meer middellijnen - en ook hoe men toegevoegde middellijnen en assen® kan

vinden [3.21].
Gevolg 3

Uit het besprokene blijkt gemakkelijk dat een lijnstuk dat twee willekeurige
punten op de ellips verbindt, geheel binnen de ellips valt en wel omdat dit
lijnstuk ofwel zelf! middellijn is ofwel geordend is aangebracht op die middellijn
die door zijn midden en het middelpunt getrokken kan worden [3.22].

Vraagstuk II

Propositie 16

Bij een willekeurige middellijn in een willekeurige ellips de tweede, daaraan
toegevoegde middellijn te vinden.

Neem aan dat bij een willekeurige middellijn DAE, getrokken in de gegeven el-
lips SY X Z, de tweede, daaraan toegevoegde middellijn gevonden moet worden.
Bepaal® dan eerst de assen SAX en YAZ [3.23] en breng vanaf het eindpunt
(van de gegeven middellijn, vert.) D of E een rechte aan - zeg DO - naar een
van beide assen - bijvoorbeeld Y AZ - gelijk aan de helft SA van de andere as,
die - zonodig na verlenging - deze andere as snijdt, bijvoorbeeld in W.
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Corollarium .

Quocirca {i in Ellipfi binz quzlibet refz fibi invicem zqui-
diftantes du@z fint, quzutramque bifariam dividet reGtalinea
per illius centrum tranfibit, feu ejufdem diameter exiftet. Quip-
pe quz per mcdium unius zquidiftantium diameter ducetur per

® per 1 medium quoque alterius quidiftantium tranfibit* . Undeappa-

Cer. 15 ret, quo padto darz Ellipfeos diametros quotlibet, fimulquead

hujus. afdem ordinatim applicatas, nec non & cjus centrum, utpote
quod duarum pluriumve diametrorum communis interfe@io cft ,

2 per1 1dcoque & diametros conjugatas, axesque* invenire liceat.

Cor.14

Bujus Corollarium 3.
pliterve,

uecuiliber Ex diQisfacilé apparet, quamlibetreGam, quz bina quzcun-
obuium que Ellipfeos puné&ta conjungit, totam intra Ellipfin cadere 3:
3per 5 utpotecumipfa4veldiameter fit, vel ordinatim applicataad eam

Cor.14  dmmetrum, qu per ipfius medium & centrum ducitur,
bujus.

M A ProsremMa IL
b'rg/r.u v

ejufaue . .

Gor. 1. Tropoﬁtzo 16.

In data quacunque Ellipfi ductz cuilibetdiametro al-
teram conjugatam invenire.

In data Ellipfi SY X Z du&tz utcunque diametro D AE al-
: tera conjugata

Y- " invenienda fit.

éo’}”x : / Inventis ¥ axi-
Imj;u.f D bus SAX &\:
e Y AZ,atquea
\ termino D vel

S X E ad axium al-
terutrum, ve-

E  luiadYAZ,
P applicatd re-
G = &3, wt DO,

, femi-axi alteri

$ A zquali, quz produ&a, fi opus fuerit, fecet cundem axlcm.
’ o - alte~

(=]
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[223] Breng daarna een lijnstuk PR aan, in een bij OW vergeleken teruggedraaide
stand [3.24] en even lang als OW, en wel zo dat AP en AR respectievelijk gelijk
zijn aan AW en AO en laat PR na verlenging de ellips snijden in het punt H,
dat het eindpunt op de ellips is van de rechte HAG die door het middelpunt
getrokken is.
Op grond van datgene wat onder propositie 14 van dit boek bewezen is, staat
het vast dat deze zelfde HAG de aan DE toegevoegde middellijn is.

Zo blijkt het tevens dat alle middellijnen, elk op zichzelf, ook hun eigen - onder-
ling verschillende - toegevoegde middellijnen hebben en dat bij een en dezelfde
middellijn slechts één toegevoegde middellijn getrokken kan worden.

Gevolg

Hieruit is het verder duidelijk hoe men door een willekeurig gegeven punt op de
ellips een rechte kan trekken, die de kromme daar raakt en verder geen enkel
ander punt ermee gemeen heeft.

Indien men immers eerst door het gegeven punt en het middelpunt een middellijn
trekt en de andere middellijn die daaraan is toegevoegd!, bepaalt en dan door
hetzelfde punt een rechte trekt die evenwijdig is met de gevonden toegevoegde
middellijn, dan zal deze rechte? de gezochte raaklijn zijn.

Stelling XV

Propositie 17

Een ellips heeft in één en hetzelfde punt geen andere raaklijn dan de rechte die
evenwijdig is aan die middellijn die toegevoegd is aan die middellijn die door
dit punt en het middelpunt getrokken kan worden.

Laat de rechte DCE, evenwijdig aan de middellijn GH - die toegevoegd is aan
de middellijn CF, getrokken door C en het middelpunt - de ellips CH FG raken
in het punt C. Ik beweer dan dat geen andere rechte dezelfde ellips raakt in het
punt C [3.25].

Als dit namelijk wel kan, laat dan ook de rechte ICK de ellips raken in het punt
C en laat dan een tweede rechte, NO, getrokken worden die toegevoegd is aan
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alterum, utiin W, applicetur in ftatione reciproca iphi O\,
cidem zqualis reta PR, nempeut AP, AR iplisA W, 40
fingulz fingulis 2quales {int, ac producta PR Ellipfi occurrat in
pun&o H, a quofi per centrum A ducaturre@a HA G, Ellipfi
terminata : conftat, perca, quzad Propofitionem 14%m hy jus
libri demonftrata funt, eandem HA G cffe diametrum ipiDE
conjugatam.

Atque ita fimulapparet, fingulis diametris fuas quo-
* quediftinctas conjugatas diametros efle, eidemque dia-
metrounam tantum conjugatam duci pofle.

Corollarium.

Unde porrd perfpicuum fit, quo pacto per datum quodlibet in
Ellipfi punétum recta ducatur, quz curvam in eodem ac in nullo
alio praterea puncto contingat. Si cnim ducti per datum pun-
élum & centrum diametro, inventdque alterdipfi conjugatd *, 1 par 16
per idem punftum re€ta ducatur invencz diametro conjugata bjus.

zquidiftans: erit eademrecta * contingens quafica, Z'f;”l:
TrRrorEeEMA XV. bajus.

Propofitio 17.
Ellipfin in uno codemque puncto preter reGam, quz
parallela eft diametroilli, que per punétum & centrum
ducitur, conjugatz, alia reta hon contingit.

Contingat Ellipfin CHFG in.
punéto Crccta D CE , parallela
diametro GH, quz conjugata fit
diametro CF, per pun@um C &
centrum dultz: dicoaliam re&am
in pun&o C candem Ellipfin non
contingere.

Si enim fieri poteft , contingat
eandem quoque in pun&o C re&a
ICK , diametroque LM , cidems
ICK zquidiftanti, aleeraconjuga-  ©
tducamrN O, (quz cum i prior




[224] de middellijn LM die weer evenwijdig is aan ICK. Omdat deze NO verschilt!
van de eerder genoemde CF, zal het punt N niet samenvallen met het punt
C. Laat door N een lijn PQ getrokken worden evenwijdig aan LM en dus
ook evenwijdig aan de raaklijn JCK. Dan zal dus® het punt C en daarom
ook de rechte ICK ‘onder’ de rechte PN vallen, t.w. in de richting van het
middelpunt van de ellips. Maar ook zal op dezelfde wijze® het punt N en dus ook
de rechte PN(Q ‘onder’ de rechte IC K vallen, namelijk eveneens in de richting
van het middelpunt, hetgeen een tegenspraak oplevert. Dus raakt JCK de ellips
niet. Het bewijs voor alle andere rechten is hetzelfde, dus staat het gestelde vast.

Gevolg

Het staat dientengevolge vast dat in een ellips de lijnen die evenwijdig zijn aan
een willekeurige raaklijn ook evenwijdig zijn aan de middellijn die toegevoegd
is aan die middellijn die door het raakpunt en het middelpunt getrokken kan
worden. Dus zijn zij ook geordend aangebracht op de middellijn die door het
raakpunt getrokken is en worden zij daardoor gehalveerd.

Omgekeerd geldt dat de lijn die door het eindpunt van een willekeurige mid-
dellijn wordt getrokken, evenwijdig aan een willekeurige lijn die door dezelfde
middellijn wordt gehalveerd, de ellips in dit uiteinde raakt.

Stelling XVI

Propositie 18

Indien een willekeurige raaklijn het verlengde van een willekeurige middellijn
van een ellips snijdt en indien vanuit het raakpunt op diezelfde middellijn een
rechte geordend wordt aangebracht, dan zal de rechthoek gevormd door de delen
van de middellijn die vanuit het middelpunt worden afgesneden door de raaklijn
en de aangebrachte rechte, gelijk zijn aan het vierkant op de halve middellijn en
omgekeerd [3.26].

Laat de rechte DE een willekeurige ellips GD met middelpunt A raken in een
willekeurig aangenomen punt D en de middellijn IG snijden in E. Laat ook
vanuit het raakpunt D de rechte DC geordend zijn aangebracht op dezelide
middellijn: ik beweer dan dat de rechthoek CAE gelijk is aan het vierkant op
de halve middellijn AG.

Laat immers eerst de middellijn IG een as zijn en laat OW de beschrijvende
zijn in de stand waarin deze was toen daarmee het punt D beschreven werd,
zodat OD als interval gelijk is aan de halve as AG, PR echter de beschrijvende
in de t.o.v. OW teruggedraaide stand (blz. [214]). Het gevolg is dan dat de
middellijn H A, getrokken vanuit het punt H op de kromme, dat namelijk in
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1per ¢ CF diverfafic , pun@umN cum punéto C non coincidet, ) ac
Cor-14 perNipfi LM, idcoque & contingenti [ CK,, zquidiftans du-
fw:”' cta fie P Q. Cadetitaque *punctum C, adcoque reGtal C Kinfra
per 2 N - . . . e

Gor.iy  rectam P N Q: nimirum, versus Ellipfeos centrum. Atverd &
bujus.”  eodem modo 3 punctum N, ideoquere&a P N Q, infra contin-
JC:;:’”"{"” gentem [ C K nempe, versusidem centrum cadet, quod re-

" pugaat. Non contingitergo I CKEllipfin. Eadem de omnibus

alus cft demonftratio, ac proinde conftat propofitum,

Cerollarinm.

4per Co-  Conftat itaque ¢ in Ellipfi cuilibet tangenti parallclas, 2zqui-

roll. pra- diftantes quoque efle diametro conjugatzei, quz pertatum &

cedens. conerum ducitur ;acproinde & ad diametrum per taGum duétam

s per 4 ordinatim applicari, atque abilla bifariam dividis, & contra,

Cor. 13 qua per cujufcunque diametri terminum ducitur 2quidiftans cui-

byws " libet rete, per eandem diametrum bifariam feCtz, Ellipfinin
eodem vertice contingere.

THEoreEMA XVIL
Propofitio 18.

Si quelibet contingens produ@z Ellipfeos diametro
Cuicunque occurrat, atque a punéto contatus ad éan-
dem diametrum recta ordinatim applicetur : erit rectan-
gulum fub diametri portionibus , & centro per contingen-
tem applicatamque abfciffis , femidiametri quadrato
zquale, & contra.

Quamcunque Ellipfin GD, cnjus centrum A, contingatin
puncto D, utcunquefumpro, re@aD E, diametro I G occurrens
in E5 atque a puncto contactus D ad eandem diametrum ordina-
tim applicata fit D C: dicoretangulum CAE quadrato femi-
diametri A G zquale effe.

Sitenim primam axis diameter I G, fitque O W deferibens, in
ftatione uti fuit,, cim per candem defcriptam eft pun@um D ; ita
ut O D dntervallum femi-axi A G zquale fit, P R autem defersbens
in ftatione, ipfi O W reciproci; itauti curvz pun&o H, quod

o ’ i nempe
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[225] de richting van de beschrijvende PR ligt, de toegevoegde is van de middellijn
door D en A! en dus ook evenwijdig? is met de raaklijn DE. Laat verder op
de tweede as AK de rechte HF geordend zijn aangebracht en laten OB en RT
evenwijdig aan AG en AK getrokken worden, die de aangebrachte rechten DC
en HF - zonodig na verlenging - snijden in B en T. Omdat de drichoeken OAW
en RAP? gelijkvormig zijn, zullen ook de drichoeken WCD en RTH evenals
OBD en PFH* gelijkvormig zijn. Maar ook de zijden WD en RH evenals OD
en PH? zijn gelijk.

Daarom zullen ook de zijden WC en RT of AF, evenals DB en HF® gelijk zijn.
Verder” hebben echter de driehoeken EDC en HAF gelijke hoeken; daarom zal
op grond van het voorafgaande® DC staan tot CW of AF, dat is? EC tot HF
of DB, zoals DB tot BO°.

Dus zal'! - aangezien EC, DB, BO gedurig evenredig zijn - EC staan tot BO
of C A zoals het vierkant op DB tot het vierkant op BO en door samennemen'?
zal EA staan tot CA zoals!® het vierkant op DO tot dat op BO dat is zoals
het vierkant op GA tot het vierkant op C A en dus!? zullen ook de rechten EA,
GA en CA gedurig evenredig zijn en dus'? is de rechthoek CAE gelijk aan het
vierkant op de halve as AG.

Aangezien in het punt D behalve DE geen andere rechte de ellips kan raken!6,
is het omgekeerde ook duidelijk, namelijk: indien de rechthoek CAE gelijk is
aan het vierkant op de halve as AG en indien de lijn die door C geordend is
aangebracht, de ellips in D snijdt, dan is de verbindingslijn ED raaklijn.
Neem vervolgens aan dat de rechte IG niet een as is van de ellips GD maar een
andere, willekeurige middellijn met parameter IB en dat vanuit een wille-
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nempe deferibents PR in dive@Gum clt, du&adiameter HA con-
jugatafitei, quaper D & A duceretur®, idcoque & contingen- ¢ per 4

tiD E parallela®. Sitque Pprrc‘y adfecundum axem A K applica- Cr- 14
. bujus.

ta HF, ducanturque O B, R T4, gy

o) ipfis AG, A K aquidiftates, 17 bujus,
G que applicatis D C, HF, pro-
duétis, fi opus fucrit, occurrant
inB& T.

Itaque cum fimilia finterian-
gula OAW & RAPS, crunt s o on-
quoque triangula \W C D & frustione.
RTH, ncc non OBD & P29
PFH 4 fimilia. At verd & la- P;,'"}:;f
tera W D & R H, nec non s cxcon-
O D & P H 7 zqualia funt, fruiione.
Quare & latera W C & RTpnl";;,;'l6
five AF, nccnonD B, & HF 67 1
xqualiacrunt. Sunt autem por- grimi-
10 7 triangula ED C & HAF (f:: 4
zquiangula 5 unde ex antedi-5 00
&is crit 8 DC ad C W five reiangula
AF, id ct ?, EC ad HF five EDC,
D B, uticadem D B adBO o, i’ ";i:"
Unde cum progortionales fint 'ZP""Pff"'
EC,DB,BO,crit ** ut E C triangula
ad BO fiveCA, ita DB qua- D S Y+
. dratum ad B O quadratum; & 7,,,-,,,@: )
componendo™, ut EA ad CA, ita"3D O quadracum ad B O /a.
quadratum, hoc cft, G A quadratumad C A quadracum;ac pro- '’ per
inde4&rette EA, G A, C A proportionales crunt, idcoque "ﬁ:’;’i"o
rectangulum C A E quadrato femi-axis A G xquale. Cumquein’: ,,{,. 18
punéto D alia reta prater ipfam D E Ellipfin contingere non gumei.

poflit*6, patet converfum quoque vernm cfle: nimirum, fire- l:? ;: 47
s,

¢tangulum C A E zquale {it quadrato femi-axisA G, & per C n perCor,

ordinatim applicata Ellipfi ocrurratin D , jnn@tam E D cfic con- 2o fexri.
tingentem. periy
Deinde nonfitrectal G Ellipfeos G D axis, [ed alia diameter ,f‘;x;:r 07

quxcunque , cujus paramcter LB, atque ab aflumpto in curva pujur.
‘ - ' utcun~
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[226] keurig punt D op de kromme de rechte DC op diezelfde middellijn geordend
wordt aangebracht en dat het vierkant op de halve middellijn AG gelijk is aan
de rechthoek CAEF; ik beweer dan dat de verbindingslijn ED en het verlengde
daarvan geheel buiten de ellips vallen en dat deze ED dus in het punt D raakt
en omgekeerd.

Laat immers op deze ED, of naar keuze op het verlengde daarvan, een wille-
keurig punt F' zijn aangenomen en laat door F de rechte FH zijn getrokken,
evenwijdig aan CD, die de genoemde middellijn IG snijdt in H, de ellips GD
echter in K (immers, indien deze de ellips niet zou snijden, dan zou het punt F’
klaarblijkelijk buiten de ellips vallen) [3.27].

Vervolgens denkt men zich een andere ellips GL beschreven met IG als as en
dezelfde parameter IB; verder worden door C en H op dezelfde as de rechten
CL en HM geordend aangebracht, die de kromme snijden in L en M en wordt
de verbindingslijn EL getrokken (die in ieder geval de ellips GL zal raken in
L'). Deze snijdt, eventueel na verlenging, het verlengde van HM in N.
Omdat nu het vierkant op DC staat tot de rechthoek GCI zoals het vierkant
op LC staat tot dezelfde rechthoek GCI (van elk van beide paren is immers
de verhouding die van de parameter IB tot de middellijn of as IG?), daarom
zullen® ook de vierkanten op DC en LC en dus ook de rechten DC en LC gelijk
zijn.

Op dezelfde manier kan men bewijzen dan ook de rechten KH en M H gelijk
zijn.

Maar omdat CD staat tot HF zoals CL tot HN (daar? van beide paren de
verhouding dezelfde is als die van de rechte EC tot EH), zullen ook® HF en
HN gelijk zijn. HN is echter groter dan de aangebrachte HM omdat ELN
raaklijn is, dus zal ook HF groter zijn dan de aangebrachte HK en dus zal het
punt F', willekeurig aangenomen op de rechte EDF, dat wil zeggen de gehele
EDF, buiten de ellips GD vallen, of - wat hetzelfde is - deze in het punt D
raken®.

Aangezien behalve EDF geen andere rechte de ellips in het punt D kan raken,
is het omgekeerde ook duidelijk, namelijk: indien ED de ellips GD raakt in D
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utcunque punéto D adeandem diametrum ordinatim applicetur
D C, fitque quadrato femidiametri A G zquale reCtangulum
CAE: dicojunttam E D, produtamque,, totam cxtra Ellipfin.
cadere, ideoque candemin punéto D contingere, & converfim..
Sitenimin eadem E D, autinipfa produca, proutlibuerit,
afflumptum utcunque punéum E, fitqueper F duGtare®a F H
ipfi CD zquidiftans , quz di=
diametro I G occurratin H, Elli-
pliverd GD in K. (Etenim (i El-
lipfi non occurreret , manifefliffi-
mé pun¢tum F extra Ellipfin fo-
ret.) Deinde I G utaxe, eidem-
‘que parametro I'B, intelligatur
defcripta alia EllipfisG.L, ac per
C & H ad cundem axem ordina-
tim.applicentur CL, HM, quz-
curvz occurrant in L & M, jun-
gaturque EL, (que utique Elli-
pfin GLin L continget',) caque:
produéta, fi opus fuerit, Proguj
&z HMoccurratin N.
Itaque quoniam eft quadratum:
D C ad reftangulum G C T, ut-
quadralim L C adidem G CIre-
Gangilum, (quippe utriufqueea-
B dem eft ratio, qua paramectri IB
2per 132 ad diametrum five axem I G 2:).
hujus , & erunt 3 quadrataD C, L C, ideoque & re&zD C,L Czquales..
Gor.20. Eodem modo , & rectas K H, M Hzquales effe, demonftrabitur.
';fn;f,', o AtverocumfitCDadHF, utCLadHN, (liquidem*utriuf-
guinti.  que eademcft ratio, quz reCtz E CadretamEH, ) crunt quo-
P4 que S HF & HN azquales. Eft autem H'N major applicata:
f;’;ﬁ: " HM, cum contingens fit E L N: ergo & HF applicaa H K.
quinti.  Major erit,,idecoque punctumF, inrecta E D F utcunque fum-
ptum, hoc eft, totaED F, extra Elliplin , G-D cadet, five, quod
~idem eft, eandem in puncto D continget. Cumque non poffic
§ per 17 prater E D'Falia re€ta eandem Ellipfin in pun&o D contingere %,,
bujwus.  manifeftum quoqueelt converfum: finempe ED. Ellipfin G D-
10

viper fupe.
Aernonfy,

\
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[227] en de middellijn GI in E snijdt en indien DC geordend is aangebracht op deze
zelfde middellijn, dan is de rechthoek C AE gelijk aan het vierkant op de halve
middellijn AG.

Gevolg

Uit het voorgaande is het duidelijk hoe men vanuit een willekeurig gegeven punt
een lijn moet trekken die de ellips raakt.

Laat immers het gegeven punt op de kromme zelf liggen, bijvoorbeeld D. Hier-
boven! [3.28] is al aangetoond hoe men door het genoemde punt een raaklijn
moet trekken. Dit kan echter ook op de volgende manier gedaan worden met
behulp van de voorgaande stelling:

Bepaal? eerst een middellijn GI en trek dan vanuit D de rechte DC die daarop
geordend is aangebracht; maak daarna de rechthoek C AF gelijk aan het vierkant
op de halve middellijn AG en trek de verbindingslijn ED.

Maar indien het gegeven punt buiten de ellips ligt, bijvoorbeeld E, dan gaat
men als volgt te werk: trek naar het middelpunt A3 de rechte EA die de ellips
zal snijden in G, maak de rechthoek EAC gelijk aan het vierkant op AG en trek
door C de geordend aangebrachte rechte CD, die* natuurlijk evenwijdig is met
de raaklijn die door G getrokken kan worden® en die de ellips in D snijdt. Trek
de verbindingslijn ED; deze zal zowel in het eerste geval als in het tweede® de
gezochte lijn zijn.

Het is echter zeer duidelijk dat vanuit een punt binnen een ellips geen rechte
getrokken kan worden die deze ellips raakt.

Zo heb ik - naar ik vertrouw - de grondbeginselen en de voornaamste eigen-
schappen van de krommen die de Ouden kegelsneden noemden, beknopt maar
voldoende duidelijk en op de meest natuurlijke wijze, zonder enig ruimtelijk li-
chaam in de beschouwing te betrekken, meegedeeld [3.29].

Uit deze grondbeginselen zal degene die zich hiervoor voldoende inspant, al het
overige dat betrekking heeft op de parabool, de hyperbool of de ellips, zon-
der verdere handleidig zeer gemakkelijk afleiden en zelfstanding verder kunnen
voortgaan in de meetkunde.

Ik acht het zelfs overbodig langer stil te staan bij deze methode van behande-
len, vooral omdat er nog een voorname en in zekere zin verhevener wetenschap
overblijft, waarvan het uit de berichten van sommigen en uit menige fragmenten
van oude meetkundigen duidelijk is, dat de Ouden zich er met grote inspan-
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in D. contingat, diametroque G I occurratinE, & ad eandem
diametrum ordinatim applicata {itD C, re&tangulum CAE, qua-
drato femidiametri A G zquale cflc.

Corollarium.

Ex dictis perfpicuum cft, quo pacto d dato quolibet pun@o
Jucendafitre&a, que Ellipfin contingat.

Si cnim datum pun&umin ipfa curva fit, veluti D : jam fupra® t inCor.
oftenfum cft, quo pacto per dictum punétum contingens ducatur, ! 65«
Quod tamen & hoc quoque modo per pracedens Theorema®™”
perficictur.

Du&i ex D ad inventam * diametrum G T re@ ordinatim * per
D C, fiatre@angulum C A E quadrato femidiamerri A G ®qua- Z Cor.1y,
le,jungaturque ED. Hjus.

At {icxera Ellipfin fit datum punétum, ueE : du@iad A cen-
trum 3 re@tiE A, quz ElliplinfecctinG, quadratoA G xqua-} mvex-
le fiat re€angulnm E A C; ac per C du@tiordinatim applicatd :ug:p?[‘
C D : nimirum, que 4 zquidiftet contingenti qua per G ducere- | 5 ;,:,j-,,j,.
tur ¥, ocenratque Ellipfi in D, jungatur E D : eritque hxc ipfa + juxta

tam priori quidm pofteriori cafu ¢ contingens quafita. f"ﬁ 1.
A pun&toautem intra Ellipfin dato non pofle duci re€tam, qua ‘szrf}mz-
candem contingat , manifeftiffimum cft. cedentiz,

. Yo N e . . ant s GCo-
Atque ita me compendiosé vid Tatis plani ac maxi- ot 1.

m¢ naturali, abfque ulla folidi confideratione , Ele- buju- o
menta proprietatesque pracipuas Curvarum, quas Ve- 4y,
teres Coni fectiones appellavére, tradidiffe confido. E
quibus principiis cztcra omnia , quz ad Parabolam,
Hyperbolam , vel Ellipfin l“)crt:incnt, abfque ulteriori
manuductione facillime¢ deducet , quicunque animum
iis debit¢ applicucric , atque in Geometricis per fc ad
ulteriora progredi valeat. Adeo ut eidem tradandi
‘mcethodo Ylifcc diutias inherere fupervacuum putem,
prefertim cum infignis & fublimior quedam fcientia
fuperfit , cui Veteres enixiffime incubuifle ex quorun-
dam relatu- ac nonnullis antiquorum Geometrarum
. fragmentis manifeftum eft ; queque tam db iifdem

fa quim
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[228] ning op toelegden. Deze werd zowel door henzelf als door latere wiskundigen
het vinden of de constructie van plaatsen genoemd [3.30].
Het is volstrekt geloofwaardig dat, ter bevordering daarvan, door Apollonius en
de overige meetkundigen, vooral die onderwerpen zijn beschreven die zij in de
verhandeling over de kegelsneden aan de voornoemde Elementa toevoegden.
Ik meen dat een dieper inzicht in de kromme lijnen en een volledige opsomming
en onderscheiding daarvan, alsook een verdeling in de bijbehorende geslachten
en soorten [3.31], met afsplitsing van die krommen die in wezen niet tot de meet-
kunde behoren van diegene die wel tot de meetkunde gerekend moeten worden,
vooral verkregen moet worden door een nauwkeurige verhandeling Loci [3.32].
Daarom achtte ik het nuttig deze verhandeling hier toe te voegen, echter niet
op die manier zoals deze, naar het schijnt, door de Ouden is opgezet. Immers
een volledig en groot boek zou daartoe nauwelijks voldoende zijn, ook indien dit
slechts nauwkeurig de leer zou omvatten van de plaatsen die zij vlak en ruim-
telijk noemden (hoewel naar mijn mening minder terecht) [3.33] dat wil zeggen
die of als rechte lijn of als parabool, hyperbool of ellips voorkomen of ook als
de omtrek van de cirkel. Naar ons bevinden waren zij uitsluitend gericht op de
constructie van deze plaatsen.
Verder zou dit werk tot een buitensporig groot boek uitgroeien indien het zou
worden uitgebreid tot de plaatsen die krommen zijn van het tweede geslacht,
zoals door ons is voorgesteld.
Tk zal echter de analytische methode volgen [3.34], door het onderzoek van verge-
lijkingen en met algemene regels waarmee alle mogelijke gevallen geheel worden
opgelost en bepaald.
Bij de behandeling daarvan zullen we die volgorde in acht nemen, waarbij wij
direct na de uiteenzetting van de grondbegrippen met betrekking tot de para-
bool, de hyperbool en de ellips de ontdekking en de bepaling zullen geven van
die plaatsen die of zelf rechten zijn of opgebouwd uit genoemde krommen.
Hierbij is kennis verondersteld van de zaken die betrekking hebben op de aard
van rechte lijnen, hoeken en rechtlijnige figuren, alsook op de aard van cirkels.
Dit alles zullen ook wij - om niet zomaar iets te verandecren - de titel geven
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228 ErteM CurvaruwMm

quany & Recentioribus Locorum Inventio {ive Compo-
Jitio appellata fuit. Ad quam promovendam ;- ab Apol-
lonio czrterifque Geometris ea precipué conferiptacfle,
que in Conicorum tractatione pradiclis Elementis fu-
peraddidere , omnino credibile cft. Cumque penitio-
rem curvarum linearum notitiam perfectamque carum
cnumerationem ac diftinétionem, ut & diftributioncm
in fua genera &fpecies, cumfegregatione ecarum, quz
ver¢ Geometrice non funt, ab iis quz in Geometriam
funt recipiendz, cx accurata Loci cra&atione imprimis
petendam exiftimem : ¢ rc fore duxi, eandem tradta-
tionem hic fubjungere, non quidem ed methodo , fi-
cut a Veteribus inchoata videtur , cum vix integrum
& ingens volumen eidem fufficeret, fi vel rancim Lo=
cortiin , que Plana , ac Solida (quamvis, meo-judi-
cio , minusrecté, ) vocirunt, id cft , quz vel refZa
linea , vel Parabola , vel Hyperbola , vel Ellipfis , five
circuli circumferentia exiftunt, (quorumque Locorum
Compofitioni cos folummodo intentos tuiffe inveni-
mus, ) dotrinam exacte complecteretur , atqueid por-
1o volumen in immenfum excrefceret , fi ad Loca,
quz funt linex curve fecundi generis , uti nobis pro-
pofitum eft, extenderetur; fed Arte Analyticd per Z-
quationum examen & precepta generalia, quibus omnes
omnino cafus poflibiles refolvantur ac determinentur:
In quibus pertra®andis cum ordinem fumus obferva-
turi, utjam poft explicationem Elementorum Parabo-
le, Hyperbole , & Ellipfis, (fuppofird notitid- corum ,
queadlinearum re®arum, angulorum, & figurarum re-
ctilinearum, nec non Circulorunr naturam pertinent) in-
ventionem ac determinationem tradamus eorum /oco-
xum, que vel redte linex funt vel ex pradiftis curvis
eonftant ; (Ilfaautem & nobis, nequid temeré mutc-

: mus,



[229] ‘Vlakke en Ruimtelijke Plaatsen’ en daarin zullen wij laten zien dat onder de

krommen van het eerste geslacht, behalve de cirkel, uitsluitend de parabool,
hyperbool en ellips gerekend moeten worden.
Aan de behandeling van de hogere krommen zullen wij echter datgene vooraf
laten gaan dat betrekking heeft op krommen van het tweede geslacht, alsook
de grondbeginselen van deze krommen. De weg naar de voortbrenging daarvan
wordt echter niet alleen geéffend door de wijzen van beschrijving van krommen
van het eerste geslacht, welke wijzen in dit boek zijn ingevoerd en uiteengezet,
maar ook door vele andere manieren om deze in het platte vlak te beschrijven.
Daarom achtten wij het de moeite waard van deze manieren - die zeker onein-
dig in aantal zijn, zoals ieder die belangstelling heeft voor deze beschouwing,
gemakkelijk zal ervaren- tenminste die hier toe te voegen die ofwel ons zullen
helpen bij het beschrijven van krommen van het tweede geslacht, ofwel naar
onze mening bij het construeren in het platte vlak van krommen van het eerste
geslacht geschikter zijn dan de voorgaande methoden [3.35].

Hoofdstuk IV

Een andere manier om in het platte vlak een
parabool, een hyperbool en een ellips te beschrijven

Laat ABC een willekeurige gelijkbenige driehoek zijn en laten zowel de gelijke
zijden AB en AC als de basis BC naar beide zijden onbepaald verlengd worden,
bijvoorbeeld naar D en E en naar F en G, alsook naar H en I. Laat ook vanuit
één van beide hoeken aan de basis een lijnstuk getrokken worden, evenwijdig
aan de tegenoverliggende zijde, bijvoorbeeld BK en laat door het eindpunt K
daarvan een andere, naar beide zijden onbegrensde, rechte, vrij bewegelijk, gaan
- zeg LAKM - die om het hoekpunt van de resterende hoek, namelijk punt A,
bij wijze van pool kan ronddraaien. Laat tenslotte CN - met één punt op de
rechte F'G - evenwijdig aan DE door het snijpunt C van F'G en HI gaan.

Ik beweer dan het volgende: Indien de hoek EBH en zijn overstaande hoek
DBI mét BK in beide richtingen bewecgt, zodanig cchter dat het been AB
steeds op de rechte DE blijft en tegelijkertijd de rechte HI de rechte CN heen
en weer beweegt - steeds echter evenwijdig aan zichzelf - terwijl de rechte BK
de genoemde rechte LM om de pool A doet draaien, waarbij deze LA stecds
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Lis I CarIIL 229

mus, Locorum Planorum , Solidorumgue nomine ve-
nient) atque co ipfo oftendamus in primo curvarum ge-
nere , preter Circulum, non nifi Parabolam , Hyper-
bolam, & Ellipfin effe recipicndas. Tractationi autem
ulteriorum locorum, quz pertinent ad lincas curvas fe-
cundi generis , fimiliter quoque carundem curvarum
Elementa premittemus. Cum verd ad ipfarum genera-
tionem viam fternant non rantim deferiptionces linea-
rum curvarum primi generis , hoc libro propofitz atque
explicate, fed & multi alii illas in plano defcribendi mo-
di : opere pretium duximus corundem modorum, qui
cert¢ infiniti funt ,. ut quilibet huic fpcculationi inten-
tus facil¢ experictur , “vel illos faltem hic adjungere,
quos aut ad deferiptiones curvarum fecundi gencris
auxilio nobis fore , aut Mechanice curvarum primigenc-
ris in plano dclineationi. precedentibus aptiores judi-
camus. .

Carur IV.

wAlia Parabolam , Hyperbolanz, & Ellipfin in
plano delineand: Methodus.

It triangulum quodcunque ifofceles AB C,. & tam zqualia

cruraA B, AC, quambalis B Cutrinqueindcfinice produ-
cantur, utad D,E, & F, G, nccnon HI; (itque abalterutro
angulorum ad bafin du¢ta quavis rea terminata , oppolito cru-
rizquidiftans, ue BK, & per terminum cjufdem Kaleera reéta,
utrinque indefiitc extenfa, liberé tranfeat, qua circa verticem
anguh reliqui, nempe punétum A, ur Polum, circulariter mo-
bilis fie, veluti L A KM ac denique reGte F G infiftens CN infi
DL parallela tranfeat per ipfarum F G & H I interfeionem
C. Dico , fi angulus EBH atque ipfi ad verticem D BI cum
reta BK moveuuw in utramque partem, itatamenuccrus A.B
fcmpcr applicatum mancat reéte DE | {imulque re¢ta FI T huc
, atque.illuc promoveatrectam C N, fibiiph fempsr zquidiftan-
' Ff3 tem,,
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[230] door K gaat, dan zal het snijpunt van CN en LM dat in O ligt, een parabool
beschrijven waarvan AD middellijn is, KB de parameter en F'G de raaklijn
daaraan in de top A [4.1].

Beschouw een willekeurige stand van de hoek EBH of DBI. Laat het snijpunt
van de rechten F'G en HI aangegeven worden met C en laat van het snijpunt O
naar de middellijn [4.2] de rechte O P getrokken zijn, evenwijdig aan FG. Steeds
zal K B staan tot BA, dat wil zeggen tot AC, als diezelfde AC tot CO! en dus?
is de rechthoek, opgespannen door K B en CO, dat wil zeggen® door KB en AP
gelijk aan het vierkant op AC dat wil zeggen? aan dat op OP. Daarom zal AD
de as zijn indien de hoek BAC recht is, maar indien dit niet het geval is, een
middellijn, waarmee de geordend aangebrachte rechten hoeken maken die gelijk
zijn aan BAC of BAG.

In het voorbijgaan moet hier ook opgemerkt worden dat bij dezelfde beweging
door het snijpunt van HI en LM - zeg @) - een hyperbool of tegenovergestelde
hyperbolen beschreven worden.
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tem, acre@a BK ad polum A circulariter moveri faciat pradie

¢am L M, per pun-
&um K femper tranf-
cuntem , interfetio-
nem ipfarum C N,

. H LM, quz fitad O,
o/ Parabolam defcribe-

re,’ cujus diametcr eft

0

\
N\

AD, parameter KB,
ac F G eandem con-
tingens in vertice A.
In quacunqueenim
ftatione  conftitutus
fuerit angulus EBH
feu DBI, fiinterfe-
. &io reCtarum F G,
HI defignetur per C,
. atque ab interfc&io-
nis pun&to O ad dia-

metzumapplicata fit O P ipfi F G zquidiftans : erit femper X B
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ad B A, hoceft,ad AC,
ati cadem A Cad CO*:
ac proinde * reftangulum
fub KB, CO, idecft3,
fub XB, A P quadrato
reétz A C, hoceft4,ipfius
OP zquale.UndefiBA C
angulus re€tus fuerit , erit
AD axis, fin minis, dia=
meter , ad quam ordina-
tim applicatz faciunt an-
gulosipfi BA C velBAG
angulo zquales.

In tranfitu etiam hic no-
tandum eft , eodem illo
motu per intcrfeCtionem
ipfarom HI, LM, puta
«Q_, Hyperbolam five op-

pofisas



[231] Ook zij opgemerkt dat, al zou de driehoek BAC niet gelijkbenig zijn en ook
het lijnstuk BK niet zijn opgericht vanuit het hoekpunt B maar vanuit een
willekeurig punt op de rechte AD, de kromme AQO dan toch nog een parabool
zou zijn. In het eerste geval zou de parameter niet dezelfde blijven, noch ook
de top en de middellijn in het laatste geval. Maar ook in deze gevallen zijn deze
zeer gemakkelijk te bepalen.

Aan het einde van het eerste hoofdstuk hebben wij op het volgende gewezen: de
kromme die beschreven wordt volgens de definites die in het begin van datzelfde
hoofdstuk zijn uiteengezet, met willekeurige werklijn en willekeurig interval, is
een hyperbool indien de bewegende hoeken verschillen van de hoeken met de
richtlijn aan dezelfde kant (van het interval, vert.) en dit achten wij niet onnut-
tig voor een mechanische beschrijving in het platte vlak [4.3].

Daarom meenden wij dit nu met een bewijs te moeten staven, waarbij wij tegelij-
kertijd zullen aantonen hoe dezelfde methode gemakkelijk kan worden toegepast
om genoemde hyperbolen te tekenen.

Laat met werklijn IG, interval AL en richtlijn K LO, maar met ongelijke hoeken
TAL en KLA de kromme DAM zijn beschreven (figuurl op blz. [232]): ik
beweer dan dat deze kromme een hyperbool is. Verder beweer ik het volgende:
indien men vanaf de pool A de rechte AK trekt naar de richtlijn zodanig dat de
hoek LAK gelijk is aan de hoek LAG en indien men met A als middelpunt en
AK als straal een cirkel beschrijft die de werklijn in I en G maar de richtlijn in
K en @ snijdt en indien men verder door de punten I en K, alsook door G en
Q° de rechten IK en GQ trekt die elkaar in F snijden, dan zullen de rechten
FI en FG de asymptoten zijn® [4.4].

Neem immers op de kromme een willekeurig punt - zeg D - aan en breng zowel
de bewegende hoek, bijvoorbeeld OAD alsook de beschrijvende - zeg OD - aan
in de stand waarin zij waren toen daarmee het punt D beschreven werd. (Met
het punt O wordt het meest rechtse punt O bedoeld, dat wil zeggen met hoofd-
letter O, vert.).

Omdat de hoeken AIK en AKI onderling! gelijk zijn en ook samen gelijk zijn
aan de hoek K AG (immers zowel deze laatste als de eerste? twee vormen teza-
men met de hoek TAK twee rechte hoeken) daarom zullen ook de hoeken AIK,
of AIF, en GAL, als helften van gelijke hoeken, onderling gelijk zijn en dus? zijn
de rechten JKF en AL evenwijdig®; daarom zullen, zoals IK'F de rechte FG
snijdt, ook de beschrijvenden AL en OD deze FG snijden omdat zij evenwijdig
zijn met IKF.
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Lis I Capr IV. 73

pofitas Hyperbolas defcribi; ut &, quamvistriangnlumB A C
ifofccles non foret, nec etiam re&ta B K exangulari punéto B fed
ubivisin reta A D eduta eflce, nihilominus tamen curvam A O
Parabolam fore; at verd nec parametrum priori, nec verticem,
nec diametrum poftcriori cafu cafdem remanere, quas tamen illis
quoque calibus determinare facillimum cft.

Quoniam autem circa finem capitis primi monuimus,
curvam , juxta definitiones in principio ejufdem capi-
tis propofiras, quilibet efficiente ; & quocunque inter-
vallodefcriptam , (i anguli mobiles inzquales fint iis gui
ad directricem funt ab eadem parte , Hyperbolam cfle,
idque Mechanicz ¢jufdem ir: plano delineationi non inu-
tilejudicamus : idcirco id demonftratione jam compro-
bandum duximus, fimul oftenfuri, quo pacto cadem Mc-
thodus ad predictas Hyperbolarum- delincationes com-
mod¢ applicetur.

Sititaque efficiente 1 G, intervallo AL, & direftrice X L. O, an-
gulisautem I A L& KL A inzqualibus, defcriptacurvaD A M-
. dico eandem curvam Hyperbolam effe; ac fi du&ti i Polo A ad
direltricem re€ti A K, itautangulus LA Kangulo LA G xqua-
lis (it , centro A & intervallo A K circulus defcribatur, fecans ef~, |
ficientem in1 & G ,ad direftricem in K & Q_*, perque punéta L & eandera
K, necnonper G & Q ducantur reCte 1K, G Q,, fibimutud oc- in K
currentesin F, reCtas FI, FG Afymptotosefle?. contin-
Sumpto enim in curva punéto utcunque, velitiD, applice- igucr;;r,uuu
tur eam angslus mobilis, ut O°A D , quamdeferibens ,ut O D, in fig.V.ex-
ftatione uutuére, cum per casdefcriptumecft punctum D. Quo- i\ibifo-,‘
niam igitur equales funt axguli A1K, AKlinterfe', nccnon di@t‘giw
fimul fumpti angulo K A G, (quippe tam pofterior quim prio- pym
res * cum angulo I'A K binos re€tos conftituunt ): erunt quoque punéto-
anguli A1K feu ATF & G AL, utpote xqualiunvdimidia, - 19m bina
ter fe @quales, ac propterea 3 rete IK F & A L parallele ;:;ﬁ,:_
ideoque ficut 1K F reétx F G occurrit,,ita & cidem ¥ G occur- lut1 & K-
‘ rcuticl;lil’ﬂc
in IV. fig. tangat ibidem circulum reéta, ut1Finpriori, & G F in pofteriori cum con-
tingere cernitur. ¥ per § primi. 2 per 13 & 32 primi. 3 per 28 primi. ¢ incafufig. 111,
quoniam uterque angulorum ATF & G A Lrectuscft,i°@x 1F, A B parallelx erunt.

191



[232] Laten B en C hun snijpunten zijn (met FG, vert.) en laat door B een rechte
BN getrokken worden, evenwijdig met de richtlijn KO, die de beschrijvende
DO in N snijdt; dan zal, zoals GA gelijk is aan AI, ook! GB gelijk zijn aan
BF.
Aangezien echter in de driehoeken LAK en OQC de hoeken bij L en O gelijk
zijn (omdat? AL en CO evenwijdig zijn) en ook de hoek LAK of GAL, dat is
GIF gelijk is aan de hoek OQC (zowel de ene als de andere vormt immers met
de hoek KQG of KQE twee rechte hoeken) zullen de driehoeken LAK en OQC
of2 NBC dezelfde hoeken hebben®.
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rent defcribentes AL & O D, utpote ipfi IX F zquidiftantes.
Sint itaque ipfarum occurfus in B & C, ac per B agatur re®a
BN dirc@rici K O zquidiftans, oceurrensquodefcribentiD O

}pn" zé‘ in N: eritqueut GA ipfiAl, ita ' G Bipli BF zqualis, Cum
exti,

L4 quinti.

autem in triangulis LA K, O QC aquales fintanguli adL &

2per29 O, (propter * AL, CO parallclas,) ﬁtque & angnlusL A X
Prmi. fiveG A L,id cft, GIF, zqualisangulo O Q C, (quippetam hic
quim ille cum angilo K QG, vel KX QE duos rectos confti-

tuit
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[233] Verder geldt het volgende: de hoek AGE is gelijk aan de hoek ITKO of ALO
(immers zowel de ene als de andere vormt met de hoek IGQ of IGF?® twee rechte
hoeken®) en wanneer men bij de hoeken LAG en OAD of OAE, die dezelfde of
gelijk zijn, de gemeenschappelijke hoek OAGY optelt of ervan aftrekt, zullen de
sommen of de resten LAQ en GAD of GAE ook gelijk zijn; verder snijden LO
en AQO elkaar. Om deze redenen is het noodzakelijk dat ook GE en AD elkaar
snijden.

Laat het punt E dan hun snijpunt zijn. Dan zullen ook de drichoeken AGE en
ALO gelijke hoeken hebben en daarom* zal AL staan tot AG zoals LO of NB
tot GE.
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tuit*,) ¢ zquiangula erunt eadem triangua LAK & O Q C 1

F

Pars I, Gg

five * NB C. Porrd, 11fg. per
: 13 primi,
quoniam angulus 2 b
AGEangulo IKO 5V
feu A L O =zqualisper 13 pri-
e tc wih, O 18.
cﬁ\, (quippe tam hic ;’c'”"‘r_
quim ille cumangu- .
din cafu fig. ITT apparet, tam angu-
lom O Q C quim LAK re@am
efle, per 13 primi, & 31 tertii zacin
fig. V& ViangulosGIF& O QC
aquales, per 32 tertii & 21 cjufdem.
3 per 29 primi.
lo IGQfive IGFE?3 3infip.l,

. ) . per 13
binos reftos confti -

22 tertiiyin fig 111 per 13 primi €7 31
tertii ; in fig. 1Y per 13 primi, 18 €7 31
fertii; in fig.V per 13 primi €7 32 terui ;
in fig. VI, per 13 fn'mi rquoniam angulo
1G Q_aqualiseft TK Q per 21 terti,
tuit ¢, Yatqueangulis ein fig.1l
LAG, OAD vyclangelss
. AGE
O AE iifdem five a- angulo
qualibns addito velALO

ablato  communj  eftxqua-
OAGS, compoﬁtill;:;:’(:‘::
VCI rcﬁdui LA O, cum an-
GA D velGAE z-gulo
quales quoque funt,éi‘o&_
ac L O,A Ofibimu- goccon.
tud occurrant 3 G L ttiruir,
quoque & A D fibiper 29 )
mutud occurrant ne- f;'?;:tfi
cefle cft 5 fiv itaquef vel,in
ipfarum occurfus E cafu fig.
pun&um; & zquian- }nllﬁag's’
gulacrunc triangula, g o 5.
AGE,ALO,crit-

que propterca 4 A Laper 4
ad A G, utL O five/xtiper-
NBadGE, Atverd™"

(ob



[234] Maar wegens de gelijkvormigheid van de driehoeken LAK en N BC! staat ook®
deze AL tot AK, dat is tot diezelfde AG, zoals N B staat tot BC. Dientenge-
volge zal® N B staan tot GE als diezelide NB tot BC. Dus* zullen de rechten
GE en BC en dus ook GB - of FB - en CE, evenals BE en FC gelijk zijn.
Aangezien - op grond van de gelijkvormigheid van de driehoeken ABE en DCE®
- BE7 staat tot CE, dat wil zeggen® FC staat tot FB, zoals BA staat tot CD,
daarom zal? tenslotte de rechthoek FC D, gevormd door de uiterste termen (van
deze evenredigheid, vert.), gelijk zijn aan de rechthoek FBA, gevormd door de
middelste termen.

Aangezien dit steeds het geval is, waar het punt D ook gekozen is op de kromme,
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1 per fup. (ob t;innguln LAK & NBC * fimilia) cft qfioquc" cadem
dem. "~ AL adAK, hoceft,adcandem A G, utNBad B C. undeper
}n{’,‘i"f confequenserit!, tNBadGE,itacadem N Bad B C. ac pro-
3 per 11 inde ¢ re¢tz GE & BC,idecoque & GBfeu s FB & CE, ncc
quinti. - nonBE & F Cxzqualcs crunt. Denique cum, propter triangula
HiAd ¢
Hinlis .
[ 1 upe: ) '
Jc}r;:éh{ } AN

.
(DY 1T

sperrg ABE & D CE Sfimilia, 7BE fit ad CE, hoc eft?, FC ad
primi. " EB, utBAadCD: erit reGtangulum F C D fub extremis z-
;‘f: 4 quale re@angulo FBA fub mediis. Quod cum femperaccidat,
[} fup. . ubi1
Jr}r’nt:nﬁi Qiper 16 fexdt,
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[235] volgt! hieruit dat de kromme DAM een hyperbool is, waarvan FI en FG de
asymptoten zijn. Hetgeen te bewijzen was.

Uit het voorgaande is het volgende duidelijk:

Indien de werklijn (in de beginstand) oftewel? de raaklijn in de top, hier IG,
loodrecht staat op één van beide asymptoten, zoals in de derde en de vierde
figuur, dan zullen o6fwel de bewegende hoeken LAI en LAG recht zijn (in het
geval namelijk dat het interval, hier AL, evenwijdig getrokken is aan de asymp-
toot die door de werklijn oftewel de raaklijn IG onder rechte hoeken gesneden
wordt, zoals in de derde figuur) ofwel de beschrijvende zal loodrecht staan op de
richtlijn, in het geval namelijk dat het interval evenwijdig is aan die asymptoot
die door de werklijn oftewel de raaklijn GI onder scheve hoeken wordt gesneden,
zoals in de vierde figuur [4.5].

Neem nu eens aan dat ofwel bij gegeven asymptoten FI en FG en (top-,vert.)
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Lin. I. Cap IV. 23§

ubicunque in curva aflumptum fucrit D punétum , fequitur " pery
_ curvam D AM Hyperbolam efle , cujus Afymptoti FI, FG, bujus.
Quod crat oftendendum.

Ex antedi&is manifeltum cft, fi efficiens fcu * contingens , ut 2 perg
1G,ad Afymptotorum altcrutram perpendicularis fit , veluti in hujus.
tertia & quartafigura, vel angulosmobiles LAT& LA G reCtos
fore, fi nempe ntervallum ,ut A L, zquidiftaris duGum fit ci A~
fymptoto cui efficiens feu contingens I G ad angulos reftos occur-

rit,ut in tertia figura,vel certd deferibentemad direélricem fore ‘p_er-

pendicularem, {inempe intervallun parallclum fuerit ei Afym-

pto, cui eadem efficiens fcu contingens G 1 occurrit adangulas
obliquos, utin quarta figura. . .

Itaque fi vel Afymptotis FI, F G, & contingente I G 5 vel dia-

_ Gg2 . metris
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[236] raaklijn IG ofwel bij gegeven toegevoegde middellijnen HA en IG een hyperbool
beschreven moet worden [4.6].
In het laatste geval trekt men de asymptoten FI en F'G en beschrijft daarna een
cirkel met IG als middellijn, die elk van beide asymptoten snijdt, zeg in K en
Q°. Daarna trekt men door K en ) de rechte KO die in L gesneden wordt door
AL die getrokken is evenwijdig aan één van de beide asymptoten, bijvoorbeeld
FI. Men begrijpt dan zeer eenvoudig op grond van het voorafgaande, dat de
kromme die men kan beschrijven met werklijn IG, interval AL en richtlijn KO,
juist de hyperbool zal zijn die beschreven moet worden.
Soms echter is het voordelig ditzelfde ook te bereiken zonder een cirkel te be-
schrijven, om doorsnijding van de omtrek daarvan met rechten onder scheve
hoeken te voorkomen.
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236 ELrem. CyrRVARY M
metris conjugatis H A, IG, g ) “
Hyperbola fit defcribenda, du-

&is in calu polteriore Afym-

ptotis FI, FG, diametro1 G

circulus defcribatur, quifecet .

utramque Afymptoton , puta

H 3

F1g.1L.

aautal- in K &Q 4 du@ique perK &Q,
b "g':'t g eGIK O,cui ducta A L,Afym-
alteram  ptotorumalterutri,ut F Lzqui-
fecet, ut diftans,occurratin L: facillimé
inllfig. colligitur ex premiffis, {i eff-
fitinl& . . .
cacin ciente 1 G, intervallo A L, ac di-
111 fig.in refrice K O, curvadefcribatur,
G&K. eandem foreHyperbolam, quz delineanda proponitur.
‘Nonnunquam tamen , ut obliquos circumferentiz 8 reGtarum
occurfus evitemus, hzc eadem abfque Circuli deferiptione cffi-

cere expediet. Ita-
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[237] Dit gaat als volgt [4.7): indien men eerst de lijn AL trekt, evenwijdig met één
van beide asymptoten, bijvoorbeeld FI en dan AK naar deze zelfde asymptoot
trekt, z6 dat de hoek LAK gelijk is aan de hoek LAG en tevens door K de
rechte KO trekt die de genoemde AL in L snijdt, zodanig dat de hoek FKO
gelijk is aan de hoek FGI, dan zal de kromme die beschreven wordt met IG als
werklijn, AL als interval en KO als richtlijn, juist de hyperbool zijn die gezocht
wordt.

Voor mechanische beschrijvingen van hyperbolen achtten wij het voorts wel
nuttig hier met een enkel woord aan te geven hoe willekeurige hyperbolen in
het vlak getekend kunnen worden indien dfwel de bewegende hoeken recht zijn,
ofwel de beschrijvende loodrecht staat op de richtlijn [4.8].

Stel nu dat, hetzij in het ene geval, hetzij in het andere, in het platte vlak een
hyperbool beschreven moet worden met asymptoten F'S en FT, waaraan het
lijnstuk ST, aan beide kanten begrensd door de asymptoten, raakt [4.8].

Trek eerst vanuit één van beide punten S of T een rechte die loodrecht staat
op de ene of op de andere asymptoot, bijvoorbeeld TV, die dan volgens onze
onderstelling rechte hoeken maakt met FT en laat daarna door het punt I (dat
namelijk z6 gekozen is dat IF middelevenredig is tussen VF en SF) een lijn
IG getrokken worden, evenwijdig aan TV. Deze zal ook de gezochte hyperbool?
raken omdat V' F staat tot IF (dat is? IF tot SF) als® TF tot GF.

Wanneer men dan op IG een cirkel IKG beschrijft die de asymptoot FT raakt
in G* en de andere asymptoot snijdt in K en indien men daarna door K en
G de rechte KGO trekt die in L gesneden wordt door de lijn AL, getrokken
vanuit het midden A van de raaklijn IG, welke AL loodrecht staat of op IG of
op de getrokken KO -, dan zal de hyperbool die beschreven wordt met I'G als
werklijn, KO als richtlijn en AL als interval - loodrecht op deze werklijn of op
de genoemde richtlijn - volgens datgene wat zojuist is uiteengezet, juist degene
zijn die we moeten tekenen.

Evenzo zal het niet moeilijk zijn een willekeurige hyperbool in het platte vlak
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Lis I. Car IV. 237

Ttaque fi,du@i AL Afymptotorumalterutri, ut FI, parallcl,
adeandem Afymptoton ducatur A K ita ut L A Kangulusangu-
loLAG =zqualis fit, & per K re@a K O fecans przdi@am A L
inL, itaut angulus FK O angulo F GI zqualis fit: eritcurva,
efficiente 1 G, imtervallo AL, ac diretlrice K O defcripta, eaipfa
Hyperbola, quz quaritur.

Ad Mecchanicas portd Hyperbolarum defcriptiones
non inutile forejudicavimus paucis hic oftendere, quo
pacto vel angnlis mobilibus reQis, velitaut deferibens ad
direltricem fir perpendicularis , qualibet Hyperbolz in
plano delincari queant.

Siitaque vel hoc,vel illo mododefcribenda fit in plano Hyper-
bola,cujus Afymptoti fint F S,F T,quamque contingat re&a S T,
utrinque Afymptotis terminata : Du@i ab alterutro punétorum S
vel T re&i, velad haac, veladil-
lam A fymptoton perpendiculari,uti
T V,quamad F T angulos rcé&tos cf-
ficere fupponimus , cidem TV per
pun&um I ( nempe ita fumtum ut
IF inter VF & SF media fit propor-
tionalis)agatur zquidiftans I G,qua
continget quoque Hyperbolam
quafitam’, proptercaquod (it VF: perg
ad 1F, hoccft’, IFad SF, uti 1 T R Ass:
adG F.Idcoque defcripto fuper can- ,,o,,,,/f
dem I'G circulo1 K G, quitangat} per 2
AfymptotonFTin G4, atquealte- fexii, &
ramfecetinK, fiper K& G duca- :,;";‘f;":’;
turre@a K G O, cidemque occurrat quini.
duéta ab A, pun&o medio tangentis 1 G,reta A Lin L, qua qui- 4 per Cer.
dem A L velad candem [ G, vel ad du@am K O fit perpendicula- 1€ 47
ris :erit Hyperbola, qua efficiente 1 G, direftrice K O, atqucnter-
vallo A L, ad candem efficientem, di&amveé direflricem perpendicu-
lari, defcribitur, juxta ea quz modd expofitafunt, hacipla, quz
delincanda proponitut.

Similiter & vel datis quibuﬂibbt angulis mobilibuys, vel
Gg 3 ita
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[238] te tekenen 6fwel wanneer willekeurige bewegende hoeken gegeven zijn éfwel z6
dat de beschrijvende willekeurige gegeven hoeken maakt met de richtlijn.

Overigens zal ook de toevoeging van de volgende manier om in het platte vlak
en ellips te beschrijven soms zijn nut hebben.

Laat een lijnstuk, zeg ABC, dat om de pool B ronddraait door middel van een
willekeurig daarop aangenomen tweetal punten A en C (met 6fwel B tussen A
en C, 6fwel C tussen A en B), de rechten ADE en DCF voortbewegen, steeds
evenwijdig aan zichzelf [4.9] en elkaar loodrecht snijdend.

Ik beweer dan dat de kromme (zie eerste figuur op blz. [238], vert.) die door
hun lopend snijpunt, zeg D, beschreven wordt een ellips is met middelpunt B
en assen GBH en IBK, waarvan de lengten het dubbele zijn van AB, resp. BC
en die liggen op lijnen, door de pool B evenwijdig aan ADE en DCF getrokken
en die daar (in B, vert.) gehalveerd worden [4.10].

Laten we immers eerst op die kromme een willekeurig punt aannemen, zeg D en
laten daarna de beschrijvenden ADE en DCF getrokken worden in die stand
waarin zij waren toen zij door hun doorsnijding het punt D beschreven (deze
alinea heeft betrekking op de tweede figuur op blz. [238], vert.).

Laat verder het punt aangegeven worden waar één van hen beide, bijvoorbeeld
ADE of de ene of de andere van de getrokken GH en IK, bijvoorbeeld GH,
snijdt, zeg in L.

Laat ook GAH de omtrek zijn van de cirkel die door het bewegende punt A
beschreven wordt. Daar nu het vierkant op AB! staat tot het vierkant op BC
- dat is het vierkant op GB tot het vierkant op BK - zoals het vierkant op AL,
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v per 2
@ 12
Jexti.

2 per 1
. [er’;utdi:1
vel 3§
tevti,

238 Erem. CyrRVARYM
ita ut deferibens ad direitricem datos quoflibet angulos
efficiat quamcunque Hyperbolam in plano delineare
haud difficile erit.

Ceterim fequentem quoque Ellipfin in plano de-
fceibendi rationem hic adjecifle fuum aliquando ufum
habebit.

Re&alinea, ut A B C, ad Polum B circulariter mota binis fui
pun&is A & C, in eadem utcunque afflumptis (five Bfit inter A
& C, five Cfitinter A & B, ) promoveatre€tasADE, DCE,

< ' fibi ipfis femper zquidi-

ftantes, ac fe invicem ad
re@osangulosinterfecan~
tes : dico curvam , quz
continud carundem inter-
fe@ione, veluti D, defcri-
bitur, Ellipfineffc, cujus
centtum cft B , & axes
GBH, IBK, nempe ma-
' gnitudine ipfarum A B,

E B C duplz, pofitione ve-
: ro iplis ADE, DCF,
H aquidiftantes per B Po-

7 lum duétz, atque ibidem

bifariam divifae.

‘ Sumpto enim in eadem
.B 1 curva puncto utcunque,

\ \ / veluti D, applicentur ipfi
i ‘A7 E deferibentes ADE,D CF
v in ftatione utifuére, cim
G per illarum interfectio-
nem defcriptum eft pun=

&um D ; noteturque porrd punctum , ubi carumalterutra, veluti
ADE, velhanc vel illam duarum' GH, IK, ex.gr., ipfam
GH, fecat,utinL. & {it G A H circumferentia Circuli, quiper
motum pun&i A defcribitur. Quoniamitaque eft * A B quar
dratumad B C quadratum, hoceft, G Bquadratumad BX qua-

dratum, ut A L quadratum five * G L H re€angulum ad LD
) qua-

i
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[239] ofwel® de rechthoek GLH, staat tot het vierkant op LD, daarom is het zeker!
dat de op genoemde wijze beschreven kromme GK H een ellips is met assen GH
en IK.

Het is echter duidelijk dat de genoemde kromme een cirkelomtrek is indien de
punten A en C even ver van de pool B verwijderd zijn.

Laat verder ABC niet één recht lijnstuk zijn, maar een willekeurige hoek ABC,
hetzij stomp, hetzij scherp en laten de genocemde rechten DAE en DCF z6
door de punten A en C zijn getrokken dat, terwijl één van hen samenvalt met
het ene been (zoals bij de gegeven stand van ABC de rechte DCF samenvalt met
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Lis L Car IV. . 239
quadratum: conftat*, curvam G K H, uti prediGum eft, defcri- 1 per 1
ptam Ellipfin effe, cujusaxes funt GH , I K, bujus,
Manifeftum autem eft , fi puncta A & C zqualiter 3 B
Polo.diftent, przdictam curvam Circuli circumferen-
" tiam fore. '

Nonfitdeinde A B Cunalineare&a, fedangulus quicunque,
fiveobtufus, fiveacutus A B C, fintque przdiGzre&z D AE,

. DCF in punélisA & C ita jun@e, ut, cimearum altera uni
: ) ) crury
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[240] het been BC), de tweede loodrecht staat op het andere been (zoals in dezelfde
situatie de rechte D AF loodrecht staat op het been AB).
Ik beweer dan wederom: indien de hoek ABC de rechten DAE en DCF voort-
beweegt door middel van de beweging van de punten A en C die om de pool B
ronddraaien en die willekeurig zijn aangenomen op elk van beide benen, waarbij
deze rechten DAE en DCF steeds evenwijdig aan zichzelf blijven, dan zal de
kromme die beschreven wordt door het lopende snijpunt, bijv. D of K, een
ellips zijn waarvan de halve middellijnen de lengten hebben van de lijnstukken
DB en BG. Deze zijn namelijk die delen van de genoemde benen-zonodig na
verlenging - die afgesneden worden tussen de pool en de loodlijn AD (loodrecht
op het been AB, vert.) en de loodlijn CG (loodrecht op het been BC, vert.)
resp. getrokken door de punten A en C [4.11]. De ene halve middellijn, hier
DB, ook in de juiste stand, de andere echter, hier BG, niet. Deze (nl. de echte
halve middellijn, vert.) is gelijk aan BP, een lijnstuk evenwijdig aan de rechte
DAE [4.12].
Laat immers de eerder genoemde hoek ABC' een willekeurige andere stand in-
nemen, bijvoorbeeld die van H BI; dan ligt dus het voornoemde snijpunt in K.
Wanneer men echter vanuit I en K de loodlijnen IL en KM neerlaat op DF,
het dubbele van DB, en de snijpunten (met DF, vert.) aangeeft met N en O,
dan geldt het volgende: omdat de hoeken ABC (oftewel OBL) en H BI gelijk
zijn of samenvallen, zullen ook, wanneer men de gemeenschappelijke hoek HBF
daarbij heeft opgeteld of ervan afgetrokken, de hceken HBO en IBL gelijk zijn;
daarom hebben ook de driechoeken HBO en IBL dezelfde hoeken omdat boven-
dien de hoeken bij O en L recht! zijn. De driehoeken CBG en M NK hebben
echter? ook gelijke hoeken omdat, zowel de ene als de andere gelijkvormig is met
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cruri coincidat, (quemadmodum in ftatione AB Cre@&aD CF
coincidit cruri B C, ) altera ad reliquum crus fic perpendicularis,
(ficutin eadem flationerecta D A E ad crus A B perpendicularis
cft:) dicoiterum, fiangulus A B C circaPolum B cirqulariter
motis punctis A & C inutroque crure utcunque aﬂ‘um;is pro~

moveatretasD A E & D C Ffibi ipfis femper zquidiftantes,cur~

vam, continui ipfarum interfe@ione, veluti D vel K, defcriptam,
Ellipfin cfle, cujus femi-diametri magnitudine funtre&tz DB,
B G, nempe ditorum crurum, fi opuis fuerit, produétorum, por-
tionesa perpendicularibus AD, C G, peraflumptapunéta A &
Creciproce duttis, ad Polum interceptz; & quidem altera, uti
D B, etiam pofitionc; altcra verd, utB G, nonitem, fed BP ipfi
aqualis , rectequeD A E zquidiftans.

Sit cnim przdiGins A B C angulusin alia.ftatione utcunque,
cx. gr. , in HBI; ideoque przfata interfeCtio ad K. Demiflis
autemab I & Kad re@am D F, ipfiusD Bduplam, perpendicu-

. laribqs IL,KM, notatisque interfe@tionem puné&isad N & O,
;’oﬁeﬁyé?‘ quoniam zquales five iidem funt angulus ABC five OBL &
per 29 HBI, eruntquoque, addito vel ablato communi HBF, anguli
primi.  HBO & IBL zquales; ideoque triangula HBO & IBL, ob

ﬁ P+t angulos pratwereaad O & L refos *, zquiangula. Suntautcm&‘
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[241] de driechoek OBN!, Aangezien? het vierkant op DB staat tot het vierkant op
NB zoals het vierkant op AB, dat is® op HB, staat tot het vierkant op OB,
zal* dus door conversie [4.12] de verhouding van het het vierkant op DB tot de
rechthoek DN F3 zijn als die van het vierkant op HB tot dat op HOS, dat wil
zeggen’ zoals die van het vierkant op BI tot dat op IL, of van het vierkant op
BC tot dat op K M8, dat wil zeggen® zoals de verhouding van het vierkant op
BG of op BP tot het vierkant op KN en - door verwisseling van de binnenste
termen!? - zoals de verhouding van het vierkant op DB tot dat op BP en dus
zoals de rechthoek DN F tot het vierkant op KN.

Derhalve is de kromme DK PF', die door middel van bovengenoemde doorsnij-
ding beschreven!! is, een ellips met toegevoegde halve middellijnen DB en BP;
dus is B het middelpunt en raakt DAFE de ellips in de top D'2.

Hierbij moet worden opgemerkt dat, indien de hoek ABC recht zou zijn, door
het snijpunt geen kromme zoals hierboven gezegd, maar een rechte lijn beschre-
ven wordt.

Zoals wij echter een ellips, die hierboven door de beweging van een punt op één
en dezelfde rechte beschreven werd, nu hebben getekend door middel van de
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Lis L Capr 1V. 241

& zquiangulatriangula CBG & MN K, cum tam hot quim il-
lud triangulo O BN fimilefit*: quare cum fit * D Bquadratum ' 97

ad N B quadratum, ut A B quadratum,ideft?, HB quudratum,gé',oéa o
ad O B quadratum, €rit*per converfionem rationis D B quadra- M reffor,
tumad D N F$ retangulum,ficat H B quadratumad HO ® qua- ad B vers
dratum,id eft7, utiBIquadratum adI L quadratum, velutiB C f;‘,f‘,’,,f;,‘f
quadratum ad KM quadratum®, id eft %, utiB G five BP quadra- ve ad ver-

tum ad KN quadratum, & permutando *°> D B quadratum ad f“'""
. o

€7 22 fexti, 3 ex hypothefi. 4 per Cor.19 quinti. § per s fecundi. € per 47 primi, P7 P:" 4

¢ 22 fexti, 8 aqualiscfltenimB CipiBI, € IL ipff KM. 2 per 4 [exti , propter triangula

TBG & MKN aquiangnia, 10 per 16 quinti.

B P quadratum, utDN F re&angulumad KN quadratum. Ac
proindc Ellipfis cft curvaD K P F, interfe@ione uti przdi@um cft
defcripta **, cujus femi-diametri conjugate D B, BP; idcoque ,')‘ perts
B centrum, ac D A E contingens Elliplinin vertice D *2 ,1‘1;”‘_;1

Notandum hic eft, quodfirectus foret ABC angu-,‘;:sz;‘ls

lus, interfe@ione, utiprediGtumeft, non curvam, fed
rectam lincam defcribi.

Quemadmodum autem Ellipfin , que fuperids per
motum pundi in una ecademque recta defcripta fuit,
nunc per duarum reftarum interfeCtionem delineavi-
" Pars I1. Hh mus,
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[242] doorsnijding van twee rechten, zo kunnen ook de parabool en de hyperbool -
waarvan wij de voortbrengingswijzen in het voorafgaande slechts door gelijk-
soortige (nl. van twee rechten, vert.) doorsnijdingen uiteengezet hebben - be-
schreven worden door de beweging van een punt op één en dezelfde rechte.
Maar omdat de voorbrengingswijzen van genoemde krommen, zoals wij reeds
eerder opmerkten, onbegrensd zijn en omdat de gemakkelijkste en meest na-
tuurlijke daarvan, naar onze mening door ons zijn uiteengezet, lijkt het dat wij
hierbij niet langer moeten stilstaan.

Daarom gaan wij over tot het vinden en bepalen van vlakke en ruimtelijke plaat-
sen [4.13].
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242 Erem. Cvrvar. Lis. I Car 1V,

mus, ita & Parabola Hyperbolaque , quarum genera-

tiones folummodo per fimiles interfeiones in prace-
dentibus expofuimus , per motum punctiinuna eadem-
que recta defcribi poffunt. Acverd quoniam prediGtarum
curvarum generationes , ut jam ante quoque monui-
mus, infinitz funt, atque earum facillimas quidem ac

- maxime naturales 3 nobis jam propofitas exiftima-
mus, hifce diutits inhzrendum non videtur; itaque

" ad Locorum Planorum, Solidorumque inventiones ac
determinationes progredimur.

I0-
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4. Aantekeningen bij de vertaling

Hoofdstuk I

(1.1] Kennelijk is bedoeld dat deze laatste rechte steeds dezelfde richting behoudt.

(1.2] In de tekst wordt gesproken over een ‘angulus rectilineus’ (bij Euclides is dit:
ywvia ev0ypappos; I def. 9). Hiermee wordt bedoeld de hoek tussen twee
rechten, in tegenstelling tot een hoek tussen een rechte en een kromme of tus-
sen twee krommen. Deze is uiteraard niet noodzakelijkerwijze recht. Wij zullen
‘angulus rectilineus’ steeds vertalen door ‘hoek’, zonder meer. Het begrip ‘hoek’
gaf al sinds de oudheid aanleiding tot uitgebreide discussies. Zo was er o.a. de
vraag of een hoek een grootheid, een hoedanigheid of een relatie is. Tegen
de opvatting dat een hoek een grootheid zou zijn, pleitte het feit dat de hoek
tussen een cirkel en de raaklijn in een van zijn punten, een zogenaamde hoorn-
vormige hoek, (ywria kepatoeibiic, angulus contingentiae) niet voldoet aan
het axioma van Archimedes-Eudoxus. Hierbij wordt bij het begrip ‘hoek’ in
eerste instantie gedacht aan een hoek als een deel van het platte vlak. Voor
een uitgebreide discussie van dit probleem wordt verwezen naar de literatuur
(VAN AscH, BUSARD, DUUKSTERHUIS [1], HEATH [1] en [2], VERDONK).

(1.3] De bedoeling blijkt uit figuur 4.1. Voor het beschrijven van een parabool gaat
Jan de Witt uit van een rechte r (de richtlijn), een punt T (de pool) en een
vaste rechte m door T' die de richtlijn snijdt in het punt A; AT wordt het
interval of de parameter (p) genoemd.
De bewuste kromme ontstaat nu op de volgende wijze: een hoek a (de be-
wegende hoek of werkhoek) met benen s (het sleepbeen) en w (het werkbeen,
waarvan de drager werklijn heet) draait om de pool T als hoekpunt. Het draai-
ende been s snijdt de richtlijn 7 daarbij in een variabel punt P. Door P wordt
steeds een rechte b getrokken (de beschrijvende) evenwijdig aan m. Het gaat
nu om de baan van het snijpunt S van de beschrijvende b met het werkbeen w
van de hoek a.
Deze baan zal blijken een parabool te zijn indien de hoek a gelijk is aan de
hoek 3 tussen m en r (aan dezelfde kant van m).
Een eenvoudig voorbeeld vindt men in figuur 4.2 waarin de bewuste hoek «
recht is. Hierin is T de oorsprong van een rechthoekig assenkruis waarvan de
z- as samenvalt met m; r is de rechte met als vergelijking z = —p. P is cen
variabel punt op 7, de beschrijvende b is evenwijdig met de x-as en verder
geldt dat de hoek PT'S (met S op b) recht is. In driehoek PTS geldt dan dat
TN? = PN - NS zodat voor S(z,y) geldt y2 = pz, hetgeen betekent dat het
punt S een parabool beschrijft als de hoek PT'S om het punt T ronddraait en
het punt P daarbij de lijn b evenwijdig aan de z-as meesleept.
Indien de hoek tussen m en r verschilt van a, dan wordt een hyperbool be-
schreven. Dit geval wordt behandeld in hoofdstuk IV.

[1.4] Bedoeld is de situatie waarin de beschrijvende door de pool gaat (in de be-
ginstand, ‘in statione prima’, door ons af te korten als i.s.p.).
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[1.5]

[1.6]
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In de vertaling zal toch ter verduidelijking vaak extra worden aangegeven dat
het om de beginstand gaat en wel, zoals in aantekening [1.4] aangekondigd,
door i.s.p.

Wij zullen ons dicht aansluiten bij de Latijnse tekst en ‘het vierkant op de
rechte AB’ niet vertalen met AB2?. Hierbij zij aangetekend dat ‘recta’ zowel
lijnstuk als lijn kan betekenen. Dit is in overeenstemming met het gebruik van
de term “ypapui)’ bij Euclides. Ook bij hem moet men vaak uit de context
opmaken wat hiermee bedoeld is. Ook is het interessant op te merken dat
‘AB? = CD - DF’ in de Latijnse tekst wordt weergegeven door ‘AB potest
rectangulum CDF”, dat wil zeggen: het lijnstuk AB ‘vermag’ (bedoeld is: na
kwadratering) de oppervlakte van de rechthoek met zijden CD en DF op te
leveren, hetgeen betekent dat het vierkant met zijde AB dezelfde oppervlakte
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heeft als de rechthoek met zijden CD en DF.
Men denke ook aan de woorden ‘macht, power, puissance, Potenz’.

[1.7] Het gaat hier om X, Met de rechthoek DBK wordt bedoeld het
produkt DB - BK.
Het gegeven bewijs laat zich als volgt samenvatten (zie figuur III op bladzijde
[165]):

(LDB=/(LBDen /LHI = /LIH,
dus LD=LBen LH = LI,
waaruit volgt LH ~LD=LI-LB,dus DH = BI.

Verder geldt /DBH = /IBG

omdat {DBI = /HBG,dus /DBI-/HBI = /HB- /HBI.
Ook geldt /BDH = (DBI = /BKG, dus ABDH ~ AGKB.
Hieruit volgt BD:DH =GK : KB
maar DH =BI =GK
dus BD:GK=GK:KB
zodat GK? = DB -KB.

[1.8] Zie appendix II.

[1.9] De term ‘parameter’ is ingevoerd door Claude Mydorge (1585-1647). Voor de
term ‘geordend aangebracht’ (ordinatim applicata), zie appendix II.

[1.10] ‘Lijn’ (recta) betekent hier duidelijk ‘lijnstuk’. De naam middellijn wordt eerst
nu gerechtvaardigd. In stelling II zal de existentie van middellijnen wordt
aangetoond. Tot dan zullen we dan ook steeds diameter vertalen door de
middellijn.

[1.11] Kennelijk wordt verondersteld dat een parabool en een rechte lijn hoogstens
twee punten gemeen hebben.

[1.12]) /ABD is de gegeven hoek die de geordend aangebrachte koorden maken met
de middellijn.

[1.13] Typisch voor Jan de Witt is dat de parabool reeds H AM wordt genoemd terwijl
de punten H, A en M eerst later een welgedefinieerde betekenis krijgen. Zie
hiervoor ook aantckening [1.19)].

[1.14] De derde evenredige bij a en b is de grootheid z die voldoet aan a : b= b : z.
Hier geldt dus AB : IM = IM : MK en dus, omdat AB = J A, geldt TM? =
Al -MK.

[1.15] Voor het bewijs, zie figuur III op bladz. [171]. Kort samengevat komt dit neer
op het volgende: M ligt op de oorspronkelijke parabool HM A, dus volgens
Stelling 3, propositie 1, geldt MB? = CA - AB,
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dus CA:2MB = MB :2AB.
Maar AB = Al, dus 2AB = IB; ook geldt MB = GE, dus
CA:2GE=MB:IB
Maar AIBM ~ ADGH, dus
CA:2GE=GH :GD.
en dus 2GE-GH=CA-GD (1)
Omdat H en M op de oorspronkelijke parabool HM A liggen, geldt
HG?=CA- AG (2)
en GE?=MB?=CA-AB 3)
(1), (2) en (3) geven:

(HG — GE)? =CA-(AG — GD + AB) =
=CA-(AD+AI)=CA-ID =CA - MO.

Dus HE? =CA-MO (4)

Nu is K 26 gekozen dat MI? = AI- MK, terwijl M op de parabool HM A ligt,
dus

MB?2=CA-AB.
Ook geldt Al = AB, zodat
BM?:MI?=CA: MK =CA-MO : MK - MO.
Met (4) geeft dit BM?2:MI?>=HE?: MK - MO.
Ook geldt BM? : MI? = HE? : HO?
en dus HO? = MK - MO.

Daarom ligt H op de parabool II met SV als werklijn en KM als interval. H
was echter willekeurig op de parabool HM A gekozen en deze valt dus samen
met de zojuist genoemde parabool II.

In verband met wat nog komen moet, zij nog het volgende opgemerkt. In figuur
III op bladzijde [171] komt nog een punt P voor waarvan de rol niet wordt
toegelicht. Uit de context van het bewijs van Prop. 2, gevolg 5, bladzijde [176]
blijkt het volgende. Indien men M verlengt tot P zodanig dat P = IM, dan
volgt uit de constructie van K (nl. Al : IM =IM : MK) dat

217



[1.16)

[1.17)

2AI : IM =2IM : MK

en dus IB:IM =PM : MK.
Aangezien /PIC=/MIB=/PMK,
geldt dus AIBM ~ AMPK en ook /IBM = /MPK.

Hiervan wordt stilzwijgend gebruik gemaakt in het bewijs van propositie 2 ge-
volg 5 op bladzijde [176].

In figuur IIT op bladzijde [175] betekent dit voor de raaklijn M T en de op AG
geordend aangebrachte rechte M B dat BA = AI (A is de top) en omgekeerd:
als M B geordend is aangebracht op AG en tevens BA = AI, dan raakt IM in
M aan de parabool.

Er worden hier vier gevallen onderscheiden (zie figuur III op bladzijde [175]):
i) Het gegeven punt -~ M — waardoor men de raaklijn aan de parabool moet
trekken, ligt op de parabool en is toevallig de top op een bekende middellijn
waarbij ook de richting van de daarop geordend aangebrachte rechten bekend
is.

ii) Het gegeven punt — M — ligt wel op de parabool, maar is niet de top op een
bekende middellijn.

iii) Het gegeven punt — I - ligt buiten de parabool, op het verlengde van een
bekende middellijn.

iv) Het gegeven punt — I — ligt buiten de parabool en niet op het verlengde van
een bekende middellijn.

Vooraf een opmerking: in corollarium 1 op bladzijde [172] en [174], vermeldde
Jan de Witt al dat men gemakkelijk van een parabool een middellijn kan vin-
den door de middens van twee evenwijdige koorden te verbinden; men heeft dan
meteen de richting van de op deze middellijn geordend aangebrachte rechten.
Hierbij zij erop gewezen dat hij zich een parabool gegeven denkt als kromme,
getekend in het platte vlak en dat men deze zonder meer kan snijden met een
rechte, zoals wij een cirkel met een rechte snijden!

Nu de vier genoemde gevallen.

i) Het is direct duidelijk dat de raaklijn in het gegeven punt evenwijdig loopt
aan de (bekende) geordend aangebrachte rechten.

ii) Zie figuur III op bladzijde [175]. Hier is het gegeven punt M op de parabool
gelegen. Men construeert nu eerst op de bekende wijze een willekeurige mid-
dellijn AD met top A en bijbehorende geordend aangebrachte rechten (zoals
GH). Vervolgens trekt men MB//GH (mct B op AD), verlengt BA tot I
waarbij geldt: Al = BA en trekt vervolgens IM. Op grond van corollarium 2
op bladzijde [174] zal dan IM aan de parabool raken in M.

iii) Ook hier letten we op figuur III op bladzijde {175]. In dit geval ligt I op
een gegeven middellijn CG. Deze middellijn snijden we met de parabool, zeg
in A. We bepalen nu het punt B zodanig dat IA = AB en brengen door B
een lijn geordend op AG aan. Dit kan omdat we volgens ii) de raaklijn in A

218



[1.18]

[1.19]

[1.20]

aan de parabool kunnen construeren en we dus de richting van de geordend
aangebrachte rechten kennen. Het snijpunt van deze lijn met de parabool zij
M. Volgens corollarium 2 zal dan IM in M aan de parabool raken.

iv) Indien echter I eveneens buiten de parabool ligt, maar niet op een gege-
ven middellijn, dan bepalen we eerst een middellijn met de daarbij behorende
geordend aangebrachte rechten. Door I trekken we dan een middellijn IG,
evenwijdig dus aan de zojuist bepaalde middellijn. Nu zijn we weer in de si-
tuatie van geval iii) en kunnen op analoge wijze vanuit I de raaklijn aan de
parabool construeren.

Hierbij zij opgemerkt dat Jan de Witt verwarring sticht door de als eerste te
construeren middellijn MO te noemen en later het snijpunt van de parabool
met de lijn door B die geordend is aangebracht op IG, eveneens M te noemen.
Het gaat om de volgende situatie (figuur III, bladzijde [177]): van een para-
bool is een vaste middellijn AG gegeven, met top A, parameter AC en gegeven
werkhoek. Daarnaast heeft men een willekeurige middellijn MO. De bewering
is nu dat voor de bij MO behorende rechte zijde (= parameter) MK geldt:

Al :IM =IM: MK.

Hierin is M de top op de willekeurige middellijn en SMV de raaklijn in M aan
de parabool.

Bedoeld zijn de hoeken die de op MO en AB geordend aangebrachte rechten
maken met MO, respectievelijk AB. Overigens loopt Jan de Witt ook hier
vooruit op zijn notatie. Zo wordt AB al aangekondigd als de gezochte middel-
lijn, voordat B behoorlijk is gedefinieerd als het snijpunt van CG met de lijn
die door M getrokken wordt onder een zekere hoek met ME.

Jan de Witt hanteert hier de term ‘krommen van het eerste geslacht’ (curvas
primi generis). Hierbij sluit hij zich aan bij de indeling die Descartes geeft van
vlakke (algebraische) krommen in La Géométrie (1637; Livre Second, p.319; zie
ook de facsimile-uitgave in de Dover-editie van 1954, p.48). In feite is dit een
indeling naar de graad van de op nul herleide vergelijking van de kromme in de
codrdinaten z en y. Tot het eerste geslacht (premier genre) behoren die krom-
men waarvan de bedoelde vergelijking van graad twee of lager is. Dit zijn dus
de rechten, cirkels, parabolen, hyperbolen en ellipsen. Tot het tweede geslacht
behoren die krommen waarvan de vergelijking de graad drie of vier heeft; tot
het derde geslacht, die met bijbehorende vergelijking van de graad vijf of zes,
etc. Uiteraard heeft het woord geslacht hier niet de moderne betckenis van het
maximale aantal raaklijnen dat men vanuit een punt aan een vlakke kromme
kan trekken.

Deze merkwaardige indeling berust op een misverstand van Descartes. Hij wist
dat men een vierdegraadsvergelijking kan oplossen met behulp van een derde-
graadsvergelijking, de kubische resolvente en meende - ten onrechte — dat men
een zesdegraadsvergelijking zou kunnen oplossen met behulp van een vijfde-
graadsvergelijking, etc. Vandaar deze indeling in klassen van paren.

Met deze indeling zet Descartes zich af tegen een indeling in drie soorten, die
voorkomt in de Lvvaywyirj (Collectio) van Pappus van Alexandrié (begin 4¢
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[1.21]

eeuw A.D.). Hierbij worden de vlakke krommen ingedeeld in drie soorten, waar-
naar gewoonlijk verwezen wordt met de Latijnse termen: loci plani, loci solidi
en loci lineares. Wij zullen deze namen vertalen respectievelijk met vlakke,
ruimtelijke en lineaire plaatsen. Voor het gebruik van het woord ‘plaatsen’
denke men aan de tot circa 1970 gebruikelijke term ‘meetkundige plaats’ voor
de verzameling van punten die een bepaalde kenmerkende eigenschap bezitten.
Loci plani zijn de rechte lijn en de cirkel. De loci solidi zijn de ellips, parabool
en hyperbool, onze kegelsneden dus (met uitzondering van de cirkel), omdat
voor hun constructie een driedimensionaal lichaam, een kegel, vereist is. Deze
krommen waren namelijk door Apollonius van Perga (circa 250 v. Chr.) gedefi-
nieerd in de meest letterlijke zin als doorsneden van een kegel met een plat vlak
(zie ook appendix IIB). Tot de loci lineares behoren de overige vlakke krom-
men, ‘omdat’ - zegt Pappus - ‘voor hun constructie andere lijnen nodig zijn
dan die welke ik zojuist genoemd heb, lijnen met afwijkende en ingewikkelder
ontstaanswijzen. Zulke lijnen zijn de spiralen, de quadratrix, de conchoide en
de cissoide, die alle vele belangrijke eigenschappen hebben’. (Collectio, Vol. I,
Boek III, propositie 5). Op bladzijde [228] verwijst Jan de Witt hiernaar als
hij spreekt over ‘distributionem in sua genera et species’. Sommigen hanteer-
den de naam ‘mechanische krommen’ voor krommen die niet uitsluitend met
passer en liniaal geconstrueerd konden worden zoals de quadratrix. Descartes
reserveerde deze term echter voor krommen die niet door een algebraische ver-
gelijking kunnen worden voorgesteld, dus krommen die wij — in navolging van
Leibniz - transcendent noemen. De cissoide en de conchoide vallen dan buiten
de mechanische krommen. Deze hebben als vergelijkingen

23 = y%(a—z) en (z — a)?(z2 + ¥?) = b%z2.

Descartes sprak over ‘aanvaardbare’ krommen.

De overweging van Jan de Witt is de volgende: tot nu toe beschouwde hij het
geval waarin de bewegende hoek gelijk is aan de hoek die het interval maakt met
de richtlijn (aan dezelfde kant van dit interval). Het zou nu voor de hand liggen
hierna het geval te behandelen waarin de genoemde hoeken verschillend zijn.
Dit doet hij echter eerst later in Caput IV, bladzijde [201] en de zo ontstane
kromme zal dan een hyperbool blijken te zijn. Toch slaat Jan de Witt eerst een
andere weg in en wel om de volgende reden: het gaat hem in de eerste plaats
om de kenmerkende eigenschap van de hyperbool (ea ipsius proprietas, quam
primam ac maxime universalem existimo) die hij op bladzijde [181] bewijst als
Prop. 3.

Zeer kort en onvolledig gezegd deze: z -y = constant. Deze eigenschap kan hij
het eenvoudigste bewijzen met behulp van een andere ontstaanswijze van de
hyperbool, die hij uiteenzet in Caput II. Deze werkt niet met een ‘draaiende
hoek en een schuivende lijn’, maar met cen ‘draaiende lijn en een schuivende
hoek’.
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FIGUUR 4.3.

Hoofdstuk I1

[2.1] Het gaat om de volgende situatie (zie figuur 4.3): voor het beschrijven van een
hyperbool gaat Jan de Witt uit van een vaste rechte r (de richtlijn), een vast
punt T (de pool) en een rechte b door T (de beschrijvende), die om T ronddraait
en de richtlijn r snijdt in een variabel punt A. Dit punt is het eindpunt van
het been AB met vaste lengte a (het sleepbeen) van een hoek van constante
grootte a (de bewegende hoek of de werkhoek). Het been AB ligt steeds op
de richtlijn r en wordt, wanneer b om de pool T wentelt, voortgeschoven langs
deze richtlijn.

Het gaat nu om de baan van het snijpunt S van de roterende beschrijvende b
met het andere been w (het werkbeen) van de hoek a. Het is duidelijk dat het
been w daarbij steeds een vaste richting behoudt.

Wanneer de beschrijvende evenwijdig is aan de werklijn (d.i. de drager van het
werkbeen) dan zegt men dat beide in de beginstand zijn (‘in statione prima’,
vaak af te korten als i.s.p.). Het deel T'A’ van de beschrijvende in de beginstand
dat ligt tussen T en de richtlijn r, noemt men interval. Deze naam is ook
gereserveerd voor de lengte a van het sleepbeen (zie figuur 4.4). Het zal blijken
dat door het punt S een hyperbool beschreven wordt waarvan de richtlijn r en
de werklijn w' in de beginstand de asymptoten zijn. Het snijpunt B’ van deze
beide lijnen is uiteraard het middelpunt.

Elk van beide takken wordt door Jan de Witt als een afzonderlijke kromme
beschouwd. Hij spreekt in dit geval van tegengestelde hyperbolen (hyperbolae
oppositae) en noemt elke tak dan ook hyperbool.

Voor het bewijs dat de zo geconstrueerde kromme inderdaad een hyperbool
is, bezien we eerst figuur 4.5; in een volgende aantekening zullen we aandacht
geven aan de figuur op bladzijde [181]. In figuur 4.5 is S een willekeurig punt
op de kromme en zijn de beschrijvende T'A’ en de werklijn w' in de beginstand,
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FIGUUR 4.4.

FIGUUR 4.5.

hetgeen betekent: TA'//w' en dus, omdat AB = A'B’, geldt AA' = BB'. Als
we dan nog SS’ evenwijdig aan de richtlijn r trekken, dan geldt in AAA'T

AB:BS = AA': A'T
en dus ook AB:BS=BB': A'T
en dus BS-SS'=BS-BB' = AB- A'T = constant.
We kiezen nu een scheefhoekig assenkruis met B’ als oorsprong en 7 en w' in

de aangegeven richting als positieve z-as, respectievelijk y-as. De vergelijking
van de kromme luidt dan
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[2.2]

[2.3]
2.4]

[2.5]
[2.6]
[2.7]
[2.8]
[2.9]
[2.10]
[2.11]
2.12]

[2.13]

[2.14]

[2.15]
[2.16]

z-y=c

Hierin is ¢ het constante produkt van de beide intervallen; dit wordt de macht
van de hyperbool genoemd.

Hiermee is de inhoud van Stelling III op bladzijde [180] en [181] gegeven.

Het bewijs op bladzijde [182] is gebaseerd op de figuur op bladzijde [181]. Deze
kan op het eerst gezicht enige verwarring wekken aangezien daarin drie ver-
schillende punten met de letter C zijn aangegeven, drie met de letter B en drie
met de letter E. Het is echter duidelijk dat het hier gaat om de beschrijvende
ACB en de hoek BEC in drie verschillende standen; een vierde stand van
deze lijn en deze hoek komt nog voor als Abe, respectievelijk bec. Jan de Witt
wijst hierop in de bijbehorende kanttekening a. Wanneer men uitgaat van de
onderste stand van de lijn ACB, dan herkent men al spoedig de situatie van
aantekening [2.1] en figuur 4.5 en kan men ook hier de redenering op de voet
volgen.

Met ‘de rechthoek FEC’ wordt weer bedoeld de oppervlakte van de rechthoek
met zijden FE en EC, dus het produkt FE - EC.

Het is duidelijk dat ook hier met het woord ‘rechte’ (linea) de lijnstukken
EB,FD,FB,ED,BD en FE bedoeld zijn. Zie ook aantekening [1.6].

Dat wil zeggen: dezelfde oppervlakte hebben.

Zie inleidende brief.

De tekst geeft C, dit moet zijn c. Blijkbaar is NP//ec//GFH gekozen.

Het gaat om de asymptoot GFH.

Het gaat om een snijlijn en een raaklijn.

Dit slaat op FBCG. Zie ook gevolg 2 en 3 op bladzijde [184].

Dit slaat op MCL.

Wij zouden zeggen: op één tak of op twee verschillende takken van een hyper-
bool.

In figuur I op bladzijde [185] betekent dit: EB-BF = GC-CH en EB-BF =
FD - DE, terwijl GC - CH = HP - PG. In figuur II op bladzijde [187] geldt:
EB-BF =FD-DE.

Ook hier blijkt duidelijk dat de twee takken van de hyperbool als twee afzon-
derlijke krommen worden beschouwd.

In figuur III op bladzijde [187] geldt dus EB- BF = GP? en FD - DE = CG?.
Wanneer men van de verhouding a : b overgaat op de verhouding (a+b) : b, dan
zegt men dat de tweede verhouding is ontstaan uit de eerste door vereniging
(compositio, componendo, ovvfeois). Wanneer men van de verhouding a : b
overgaat op de verhouding (a — b) : b, dan zegt men dat de tweede verhouding
uit de eerste is ontstaan door scheiding (separatio, separando, §taipeois).

In boek V van de Elementa van Euclides doen stelling 17 en 18 de volgende
uitspraken:

Indien vier grootheden verenigd een evenredigheid vormen, dan vormen zij ook
gescheiden een evenredigheid (stelling 17) en: indien vier grootheden geschei-
den een evenredigheid vormen, dan vormen zij ook verenigd een evenredigheid
(stelling 18). Dit betekent respectievelijk :
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[2.17]

[2.18]

[2.19]

[2.20]
[2.21]
[2.22)

[2.23]

(a+b):b=(c+d):d=>a:b=c:d
en (a=b):b=(c—d):d=>a:b=c:d.

Ter toelichting: in figuur I op bladzijde [189] is de halve rechte ANO die de
hyperbool snijdt een afgesneden middellijn en indien PN = NC, dan zegt men
dat PNC geordend is aangebracht op ANO. Dit geldt dan voor alle koorden
die evenwijdig zijn met PNC. Een rechte door A die geen van beide takken
van de hyperbool snijdt, noemt men een tweede middellijn. Als zo’n middellijn
evenwijdig is met de zojuist geintroduceerde koorde PNC, dan zegt men dat
deze tweede middellijn toegevoegd is aan de middellijn ANO. Later zal blijken
dat de relatie ‘toegevoegd zijn aan’ symmetrisch is. Op bladzijde [192] wordt
aan een tweede middellijn een lengte toegevoegd.

Zie figuur 1 op bladzijde [189]. Kort samengevat komt het hierop neer: OD =
OB en DF = BE, dus OF = OFE. Stel nu dat ook OR = OQ, dan zou, omdat
RS = QT, ook OS = OT. Trekt men nu EV//SF, dan geldt zeker OV < OT,
maar FEO : OV = FO : OS en EQO = FO, dus dan zou OV = 0S = 0T,
hetgeen een tegenspraak oplevert.

In de figuur op bladzijde [191] geldt dus:

EB-BF =BF -FD =
=FD-DE=DE-EB=CH?=CG?.

Dat wil zeggen het snijpunt van deze middellijn met de hyperbool.

Zie ook aantekening [2.29].

Vooraf dit (zie de figuur op bladzijde [193]): de tweede middellijn AK is ge-
ordend aangebracht op de transversale middellijn EC indien hij evenwijdig is
aan de raaklijnen in de toppen E en C. Een rechte HI is per definitie weer
geordend aangebracht op deze tweede middellijn AK indien de koorde HI ge-
halveerd wordt door AK. De bewering is nu dat in dit geval HI evenwijdig is
aan de oorspronkelijke transversale middellijn EC.

Bij het bewijs gaat Jan de Witt niet in eerste instantie vit van een middellijn
die geordend is aangebracht op AK, maar van cen rechte HI die daardoor be-
paald is dat hij gaat door punten G en D, waar de raaklijnen aan de hyperbool
in E en C de asymptoten snijden. Deze rechte snijdt de hyperbool in H en I.
Van deze rechte HI bewijst hij twee dingen:

1. Deze rechte is evenwijdig met EC;
2. KH = KI, dus HI is geordend aangebracht op AK.

Dit laatste blijkt eerst in regel 4 van onderen op bladzijde {193]: ‘Quocirca cum
ad secundum diametrum AK applicata sit recta HI...’, waar het woord ‘ergo’
na het woord ‘cum’ enige verduidelijking had kunnen brengen.

Uit het feit dat er door K slechts één rechte gaat die geordend is aangebracht
op AK (stelling V, gevolg 6) en dat alle rechten die op AK geordend zijn
aangebracht onderling evenwijdig zijn, volgt dan de stelling,.

Deze middellijnen zijn gegeven in ligging en in grootte, dat wil zeggen als C het
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punt is waar de gegeven middellijn de hyperbool snijdt en als A het middelpunt
(snijpunt van de asymptoten) is, dan zijn gegeven CP (=2AC) en de lengte
van het deel GH van de raaklijn aan de hyperbool in C dat ligt tussen de
asymptoten (zie de figuur op bladzijde [194]).

Het nu volgende bewijs laat zich als volgt samenvatten: C ligt op de hyperbool,
dus CB-BA is de voor die kromme kenmerkende constante (de macht genoemd,
zoals op bladzijde [182]). Volgens de constructie van D en E geldt dat AB :
AD = AD : BC, dus AD? = AB - BC, maar AD = DE, dus ED - DA =
CB - BA (de macht van de hyperbool). Ook geldt DE//AK, dus E ligt op
de hyperbool. Eenvoudig is in te zien dat /E = EK en dat IE 1 AE. Daaruit
volgt dat FAE en IEK de toegevoegde assen van de hyperbool zijn.

Zie de figuur op bladzijde [195]. Hier zijn AG en AK de asymptoten van een
hyperbool waarop de punten C en E gekozen zijn met raaklijnen GCH en
IEK. Er worden nu vijf beweringen gedaan.

1) Opp. AGAH = opp. AIAK.
2) GA-AH =1IA- AK.
3) GI: IA=KH:HA.
4) GR: RH = KR : RI.
5) GC:CR=KE:ER.

Bij de gegeven bewijsvoering wordt eerst 2) bewezen en daarna pas 1). In het
volgende zullen we deze volgorde aanhouden en dus eerst 2) bewijzen (‘quod
est primum’).

2) Trek CB en ED//AK, dan zien we GC : GH = GB : GA = BC : AH,
maar GH = 2GC, dus GA =2GB en AH =2BC,

zodat GA-AH =4GB-BC =4AB - BC *
€n evenzo JTA-AK =4AD - DE (**)

Aangezien de rechterleden in (*) en (**) juist het viervoud van de macht van
de hyperbool voorstellen, geldt dus

GA-AH =IA- AK ()

1) Voor het bewijs van 1) beroept Jan de Witt zich op EL. VI, 15: indien
twee driehoeken cen hock gemeen hebben en de zijden om die hoek omgekeerd
evenredig zijn, dan hebben die driehoeken dezelfde oppervlakte. Volgens 2) is
aan deze voorwaarde voldaan.

3). Uit 2) volgt GA: A = AK : AH. Door scheiding (zie aant. [2.16]) volgt
dan

(GA—-TIA):TA = (AK — AH) : AH

en dus GI:IA=KH:AH en dit is 3).
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4). Opp. AGAH = Opp. AIAK (zie 1)). Laat men de ‘overlap’ AIRH bij
beide weg, dan blijkt opp. AGRI = opp. AKRH, met gelijke hoek bij R.
Volgens EL. VI, 15 geldt dan ook

GR:RH=KR:RI en dit is 4).
5) Uit laatstgenoemde verhouding volgt door vereniging (aantekening [2.16]):

(GR+RH):RH = (KR+ RI): RI

dus GH:RH=KI:RI
maar GH =2CH en KI =2EI
dus CH : RH = EI : IR.

Nu wordt het begrip ‘omzetting’ (conversio, avao7po¢dr) gehanteerd. Dit
houdt in (EL. V, definitie 16):

a:b=c:d=>a:(a—b)=c:(c~d),

dus hier CH:CR=EI:RE

en dus GC:CR=KE :ER

en dit is §).

Zie de figuur op bladzijde [198]. Hierin is PACN de drager van de bedoelde

willekeurige middellijn, GH de bijbehorende tweede middellijn en PAC de
transversale middellijn (beide laatste gezien als lijnstuk). BN D is een wille-
keurige op ACN geordend aangebrachte koorde, dat wil zeggen BN = ND.
Met ‘die stukken van dezelfde middellijn die afgesneden worden door de beide
uiteinden van de transversale middellijn (dat wil zeggen P en C, vertaler) en de
aangebrachte rechte’ worden bedoeld de lijnstukken met eindpunten P, C en N.
Dit is op zichzelf niet eenduidig. Uit het bewijs blijkt dat het gaat om de lijn-
stukken PN en NC, zodat de stelling inhoudt: GH2 : CP2 = DN? : PN-NC.
Het bewijs verloopt als volgt.

Op grond van propositio 5 op bladzijde [185] geldt:

HC?=BF-FD
en dus, mede omdat AANF ~ AACH:

FN?:HC? =FN?:BF-FD = NA?:CA? *
zodat (FN?2—BF-FD): HC? = (NA? — CA?): CA?
en

(ND + FD)? — (2ND + FD) - FD] : HC? =
=(NA+CA)-(NA—CA):CA?
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dus ND?:HC?=PN-NC :CA?

waaruit volgt ND?:PN-NC =HC?:CA? =GH?: CP2.

Bedenkt men dan nog dat voor de parameter CI geldt (zie bladzijde [192])
CP:GH=GH:CI,dus GH?=CP-CI,

dan heeft men de volledige stelling:
GH?:CP2=CI:CP=DN?:PN-NC.

Het middelpunt wordt bepaald als het snijpunt van twee middellijnen en een
middellijn op zijn beurt weer als de verbindingsrechte van de middens van twee
evenwijdige koorden. Voor dit laatste is uiteraard nodig dat men de snijpunten
van een rechte met de hyperbool bepaalt. Dit laatste gebeurt kennelijk zeer
naief: de hyperbool is als kromme op het papier gegeven en wordt eenvou-
digweg gesneden met een rechte lijn. Er is dus geen sprake van een passer-en
liniaalconstructie van het snijpunt van een rechte met een hyperbool die door
vijf onafhankelijke punten of een daarmee equivalent gegeven is bepaald.

Met ‘de rechthoek CNK' wordt — als steeds — bedoeld het produkt CN - NK.
Het bewijs luidt in moderne schrijfwijze: volgens propositie 10 geldt

PC:CI=PN-NC:DN? *)
Uit de figuur op bladzijde [198] blijkt
PC:CI=PN:NK=PN-NC:NK-NC. (**)

Uit (*) en (**) ziet men onmiddellijk dat DN?2 = CN - NK.

Ter toelichting hierop zij verwezen naar de bijgevoegde figuur 4.6. Dit is in
feite de figuur op bladzijde [198], maar voorzien van enkele aanvullingen.
Hierin is BC D de bedoelde hyperbool. De asymptoten hiervan zijn AG en AH,
terwijl PAC een middellijn is; GCH raakt in C aan de hyperbool en heeft dus
de lengte van de bij PAC behorende tweede middellijn. Op het verlengde van
GCH ligt het punt I zodanig dat CI de rechte zijde (parameter) is die bij de
gekozen middellijnen behoort, hetgeen betekent dat CI = GH?/PC. Door het
willekeurige punt D op de hyperbool is een koorde DN B geordend aangebracht
op PAC, zodat DNB//HCG. De richtingen van PAC en DN B zijn dus on-
derling toegevoegd (zie appendix IIB). Verder geldt: PR // GCH en RIS //
KT /] PAC.

Jan de Witt heeft zojuist in gevolg 2 bewezen: DN2? = CN - NK, maar hij
interpreteert dit resultaat nu - enigszins cryptisch — ‘veterum Geometrarum
more’, dat wil zeggen op de wijze van de ‘oude wiskundigen’. Voor een goed
begrip hiervan letten we op figuur 4.6 bij deze aantekening.
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FIGUUR 4.6.

We zien dan DN2=CN -NK=CN-(NS+SK) =
=CN-NS+CN-SK=CN-CI+SI.SK.

Nu is DN geordend aangebracht op PAC, het kwadraat daarvan is blijkbaar
gelijk aan de oppervlakte van de rechthoek met zijden CI (de rechte zijde) en
CN (afgesneden van de middellijn tussen de aangebrachte rechte en de top)
en daarbij komt dan nog de oppervlakte van de rechthoek met zijden SI en
SK. Ook is het parallellogram SKTI gelijkvormig met CIRP die als zijden
de dwarse en de rechte zijde heeft nl. PC en CI. Bovendien heeft SKTI
‘dezelfde stand’ als CTRP, dat wil zeggen hun zijden lopen evenwijdig. Voor de
achtergrond van deze manier van formuleren bij de ‘Ouden’ zie de behandeling
van de hyperbool in appendix IIB.

In de figuur op bladzijde [199] betekent dit, indien ECF de willekeurige raaklijn
is en AH de willekeurige middellijn, dat dan geldt AT - AH = KA4? | dus

AH : KA=KA: Al

Hierbij zij opgemerkt dat K A een halve middellijn is en dat dus de lijn DKG,
die evenwijdig is aan de op AH geordend aangebrachte rechte CH, in K aan
de hyperbool raakt. Het bewijs laat zich nu samenvatten als volgt:

indien DKG//CH en KL//ECF,
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dan geldt RC : CF = RK : KD (propositie 9, sub 5, bladzijde
[195])

zodat MG:MF=LE:LD
en dus ook MG :GF =LE : ED. ™
Ook geldt GF:GA=ED:EA (**)

(propositie 9, sub 3, bladzijde [195]) en dus volgt uit (*) en (**)
MG:GA=LE:EA

Bij deze laatste overgang beroept Jan de Witt zich op EL. V, 22 en vertaalt de
daar gebruikte term é:' Yoov (’di isou’) door de term ‘ex aequo’. Men vindt
daarvoor ook wel ‘per aequale’, meestal echter ‘ex aequali’.

Hiermee wordt het volgende bedoeld: indien a,, as, as, en by, by, b3 twee rijen
grootheden zijn waarvoor geldt

al:a2=b1:b2ena.2:a.3=b2:b3

dan rekent men eenvoudig na dat ook geldt a; : a3 = b; : bs.

In ons geval gaat het om de rijen MG,GF,GA en LE,ED, EA.

Men zegt dan dat deze laatste evenredigheid geldt ‘ex aequali’ (distantia) omdat
de termen in de linker-en rechterleden van deze evenredigheden overeenkomstige
plaatsen in de rijen innemen, dus dezelfde afstand (distantia) hebben.
Algemeen geldt: indien twee rijen grootheden a;,as,..., a, en by, ba,...,b,
gegeven zijn waarvoor geldt

a; :Qipy = b; : b,'+1(1 i< n),
dan geldt ‘ex aequali’
ay:an, =by : by

Bij de termen ‘verhouding’ en ‘grootheid’ denke men aan de ‘definitie’ III in
EL. V:

‘Verhouding is een zekere betrekking in grootte tussen twee gelijksoortige groot-
heden’ en aan Definitie IV van ditzelfde boek: ‘Men zegt dat die grootheden
een verhouding kunnen hebben, die elkaar na vermenigvuldiging kunnen over-
treffen’.

Het bewijs verloopt verder als volgt:

Uit MG:GA=LE:EA
volgt verder HK:KA=MG:GA=LE:EA=KI:IA
en dus HA:KA=KA:JA.

In de figuur op bladzijde {200] zijn de middellijnen AKH en QAB aan elkaar
toegevoegd.
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De rechte FCQ raakt in C aan de hyperbool; de raaklijn in de top K aan de
hyperbool snijdt de asymptoten in D en Gj; verder geldt: BC//HA.
De bewering is nu dat KG? = BA- AQ. Het bewijs daarvan verloopt als volgt.

Uit de figuur is duidelijk dat
HA? . KA?=HM?: KG>
Volgens propositie 11 geldt:
KA?=HA-IA,
dus HA?:KA?=HA:IA.
In de figuur ziet men direct:
HA:JA=CB:IA=BQ: AQ,
dus HM?:KG? = BQ : AQ.
‘Scheiden’ (zie aantekening [2.16]) levert dan
(HM? - KG?*)? : KG? = (BQ - AQ) : AQ.

Volgens propositio 9 geldt KG? = TM - MC; daarmee en met de figuur op
bladzijde [200] vinden we dan

{(HC+CM)2 - (2HC +CM)-MC}: KG?* = BA: AQ
dus HC?:KG?=BA: AQ
en, omdat HC = AB:
AB?: KG? = BA : AQ.

Dit interpreteert Jan de Witt meetkundig en hij beroept zich daarbij op EL. VI,
20 waar staat dat de oppervlakten van gelijkvormige figuren (hier vierkanten
met zijden AB en K@) zich verhouden als de kwadraten van overeenkomstige
zijden.

Dit betekent hier

KG? = (AQ/AB) - AB?
en dus KG? = AQ-QB.
[2.32] Voor de illustratie bij de redenering op bladzijde [201], zie de figuur op bladzijde

[200].
[2.33] Volgens propositie 6 op bladzijde [190].
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FIGUUR 4.7.

[2.34] Volgens stelling X op bladzijde [199].
[2.35] Volgens stelling XI op bladzijde [200). Overigens moet in regel 7 v.o. staan:

AB in plaats van AH.

[2.36] Volgens gevolg 1 van stelling III op bladzijde [182].

3.1]

Hoofdstuk II1

Jan de Witt betrekt zonder nadere aankondiging ook die situatie in de be-
schouwing waarbij de hoek CAB niet recht is (bladzijde [204], regel 1 v.0. en
bladzijde [205], regel 1 v.b.). Het gaat om de volgende algemene situatie (zie
figuur 4.7): gegeven is een hoek a met hoekpunt M en benen ! en m. Een
lijnstuk AB met vaste lengte heeft één eindpunt, zeg A, op [ en het andere
eindpunt op m. Op AB of het verlengde van AB dan wel van BA kiest men
een punt P. Het gaat nu om de baan van het punt P als AB zodanig beweegt
dat A steeds blijft op [ of het verlengde daarvan en B sieeds blijft op m of het
verlengde daarvan.

Hierbij gelden de volgende benamingen: M is het middelpunt, de hoek a is
de ‘werkhoek’ of de ‘hoek’ zonder meer, AB is de beschrijvende; P heet het
‘werkpunt’ of het ‘punt’ zonder meer, PA en PB heten de intervallen.
Wanneer men langs [ ter weerszijden van M het interval PB afpast, met eind-
punten A’ en A”, dan noemt men het lijnstuk A’A” richtlijn. Analoog kan
men het interval PA afpassen langs m ter weerszijden van M met eindpunten
B’ en B"; ook B'B" heet dan richtlijn. Men zegt dat de beschrijvende AB
in de beginstand is indien deze loodrecht staat op de richtlijn A’A” (zie figuur
4.8). Ook het werkpunt P bevindt zich dan in de beginstand. Vaak wordt de
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B"

FIGUUR 4.8.

mededeling ‘in de beginstand’ (‘in statione prima’)} weggelaten. In de vertaling
zullen we dan vaak toevoegen ‘i.s.p.”. Het dubbele van M P in die stand noemt
men de secans; in figuur 4.8 is dat PP’. Analoge definities kan men geven
uitgaande van de richtlijn B'B”; men krijgt dan uiteraard een andere secans.
Het is niet moeilijk om analytisch na te rekenen dat de baan van P een ellips is.
We gaan daartoe uit van figuur 4.9 en stellen PB = a, PA =ben P = P(z,y).
In A PAD geldt dan:

b oy
sina  sin A
dus
sin A = :Z sin a. *)
in A BPE geldt:
a T

sina  sin(a+ A)

dus

a(sinacos A 4+ cosasinA) = rsina.

Met (*) geeft dit

cos A = z _Yosa (als sina # 0) (**)

b
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FIGUUR 4.9.

Het geval sina = 0 is triviaal.
Met

sin? A +cos2A =1

geven (*) en (**)

2 2 r 2
%2 sin?a + 2—2 —2a—:(;cosa+ -!;2 cosla=1
dus
2 2
T 2zycos o
7~ ye ~+y2 =1.
a ab b

Dit is de vergelijking van een ellips aangezien voor de discriminant geldt

cosfa—1

2 < 0 indien a # 0, 7.
De juistheid van deze stelling is langs analytische weg eenvoudig in te zien
wanneer we uitgaan van de vergelijking van een ellips op twee toegevoegde
middellijnen, t.w. A’A" en B'B". Zie figuur 4.10; hierin stellen we
MA'=a,MB' =ben PS//MB'.
Er geldt dan

z? 32
a2 +-b§ =1= b2 +a%y? = a?h? = b (a®—2?) = a?y?,
zodat
y2 b2

(a—z)(a+z) a?
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y-as

B
P(xy)
A
Al x-as
M S
B"
Figuur 4.10.
dus PS2. A"S.SA' = (BIBII)2 . (AIAII)2'

FAQG in figuur I en II op bladzijde [206]; HAG in de andere figuren.
Voor dit geval bezien we figuur I en figuur II op bladzijde [206].
In figuur I geldt dan: KL = AE = AD, dus KL? = AE?

en KIL? — KN? = AE? — AI”.

dus LN? = (AE + AI)(AE — AI) = DI - IE.
Ook IN? :LN?=LM?: LK? = FA?: AE?,
dus LI?:DI-IE = FA?: AE? = FG? : DE*.

Voor dit geval gelden de figuren III tot en met VIII op de bladzijden [206] tot en
met [208]; Wij beperken ons tot figuur III, de andere gevallen verlopen analoog.
Figuur III is als volgt opgebouwd: BC is de beschrijvende in de beginstand,
dat wil zeggen loodrecht op DAE. Het punt L is ecn willekeurig punt op de
ellips, LI loopt evenwijdig met de secans HAG; KM L is de beschrijvende voor
het punt L; KO en LP staan beide loodrecht op AE. De lijn door I, evenwijdig
met AB snijdt LP in V; tenslotte is KN getrokken.

Het eerste doel is nu aan te tonen dat KN = AI. Dit gaat als volgt:

BA : KA =BC: KO=MK: KO=ML:LP=
HC:LP=HA:LI=BA:NI,
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dat wil zeggen BA:KA=BA:NI,dus KA= NI
Ook geldt KA//NI,
dan geldt ook KN = Al en KN//AI

Verder geldt KL =AE = AD

We zagen al KN? = AI?

zodat LN?=KL? - KN? = AD? - AI* = DI-IE.
Ock LI?: LN? = AH? : BH? = AH? : AE?

en dus LI?:DI-IE = AH? : AE? = HG? : DE?.

Voor de duidelijkheid is bij de vertaling het gedeelte op bladzijde [209] vanaf
‘ita ut’ tot en met ‘secatur’ in het enkelvoud omgezet.
In stelling XIII, propositie 14 op bladzijde [213] zal worden aangetoond dat
er bij iedere transversale (dwarse) middellijn inderdaad een andere middellijn
bestaat die aan de hier gegeven definitie van tweede middellijn voldoet. Verder
zij opgemerkt dat de in deze zin aan elkaar toegevoegde midellijnen ook de
kenmerkende eigenschap hebben die wij van onderling toegevoegde middellijnen
eisen, nl. dat alle koorden, evenwijdig aan de ene, gehalveerd worden door
de andere. Dit wordt bewezen in gevolg 4 op bladzijde [211]. Daar wordt
ook zonder nadere toelichting de term ‘ordinatim applicata’, dat wil zeggen
geordend aangebracht gehanteerd. De betekenis is echter, gezien de parallellie
met de hyperbool, zonder meer duidelijk. Voorts zij hierbij ook verwezen naar
de behandeling van de ellips door Apollonius, zoals geschetst in appendix IIB.
Het is duidelijk dat de grootte van de parameter afhangt van de keuze van de
onderling toegevoegde middellijnen en hun volgorde. In moderne notatie: als
de vergelijking van de ellips op toegevoegde middellijnen luidt:
2 2

T+ =1

a b?
en men de transversale middellijn situeert op de z-as en de tweede middellijn
op de y-as, dan is de bijbehorende parameter p bepaald door 2a : 2b = 2b : p,
dus dan geldt:
p = 2b%/a, maar men kan ook de rol van a en b verwisselen, dan is de bijbeho-
rende parameter 2a?/b.
Zie ook voor het begrip parameter appendix II. In de huidige literatuur hanteert
men meestal als parameter de helft van de hier geintroduceerde parameter.
Met nadruk zij hier vermeld dat de symmetrie in de redenering van het eerste
deel van het bewijs van stelling XII uitsluitend geldt omdat het hier gaat om
onderling loodrechte asen, zoals blijkt uit bladzijde [205], regel 3 van onderen.
Voor het geval dat het gaat om een willekeurige middellijn en de daaraan toe-
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3.13)

R&Q

s" G

Figuur 4.11.

gevoegde zie aantekening [3.15].

In figuur I op bladzijde [210] is direct duidelijk dat WX2: DX - XE = FG? :
DE? = LI? : DI - IE op grond van stelling XII.

Beschouwt men nu DE als transversale middellijn en F'G als tweede middel-
lijn, dan geldt voor de bijbehorende parameter p dat DE : FG = F'G : p en
dus geldt ook WX?2 : DX - XE = FG? : DE? = p : DE en natuurlijk ook
WX?:DE? =DX-XE: DI-IE. Voor de situatie in figuur II geldt hetzelfde
al is daar W X niet in aangebracht.

De term ordinatim applicata (geordend aangebracht) is voor een ellips nog
niet gedefinieerd. De bedoeling is echter duidelijk: een koorde heet geordend
aangebracht op een middellijn indien deze koorde evenwijdig loopt aan de bij-
behorende toegevoegde middellijn.

Het begrip toegevoegde middellijn is gedefinieeerd aan het slot van stelling
XII. Tot dan zijn de enige voorbeelden daarvan de assen en de bij de construc-
tie gehanteerde richtlijn en secans. Eerst in stelling XIII op bladzijde {213]
wordt aangetoond dat iedere middellijn een bijbehorende toegevoegde middel-
lijn heeft.

Voorlopig is dus nog slechts aangetoond dat zeer speciale rechten hoogstens
twee punten met een ellips gemeen hebben, nl. rechten die geordend zijn aan-
gebracht op een middellijn. Zoals hierboven is opgemerkt, zal in stelling XIII
bewezen worden dat elke rechte geordend is aangebracht op een of andere mid-
dellijn, zodat dan bewezen is dat een willekeurige rechte hoogstens twee punten
met een ellips gemeen heeft.

Zie figuur I op bladzijde [212] en de in deze aantekening bijgevoegde figuur 4.11.
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In figuur I is GF gekozen als transversale middellijn (hier zelfs als as) en DE
als tweede middellijn. Volgens de definitie van parameter op bladzijde [209]
geldt dan voor de bijbehorende parameter p (= FS) dat GF: DE=DE :p
en dus ook

GF?:DE? =GF?:GF-FS=GF :FS =
=GQ:YQ=GQ -QF :YQ- -QF

dus GF?:DE?=GQ-QF :YQ-QF. ™
Volgens stelling XII geldt:

GF?:DE? =GQ-QF : RQ? (**)
Uit (*) en (**) volgt:
RQ?’=YQ-QF.

De verbinding met de manier van de oude meetkundigen (zie daarvoor ook
appendix IIB), vereist wel enige toelichting die hier volgt. Hierbij beroepen we
ons op bijgevoegde figuur 4.11 die een enigszins aangevulde versie is van figuur
I op bladzijde [212]. In onze figuur geldt:

RQ*=YQ-QF =(§'Q-5'Y)-QF =
SF-QF—S'Y -§'S=SF-QF -Y'Y - Y§'

Hierin is RQ? het vierkant op de lijn RQ die geordend is aangebracht op de
middellijn FG; SFQS' is de rechthoek grenzend aan de rechte zijde SF, met als
breedte het lijnstuk F'Q dat van laatstgenoemde middellijn FG wordt afgesne-
den tussen de aangebrachte rechte RQ) en het uiteinde F' van de middellijn F'G.
Tenslotte is de rechthoek Y'Y S'S gelijkvormig met de rechthoek FGS”S die
ingesloten wordt door de transversale (dwarse) zijde F'G en de rechte zijde (pa-
rameter) SF. Deze rechthoek Y'Y S'S heeft ook dezelfde stand als de rechthoek
op de dwarse en de rechte zijde, dat wil zeggen de overeenkomstige zijden lopen
evenwijdig. Dit is de achtergrond van de slotzin van gevolg 6 op bladzijde [213].
RQ? is dus niet gelijk aan de oppervlakte van de rechthoek SFQS’ , maar er
schiet iets tekort (EAAewpic = ellips = tekort, zie appendix II).

Bedoeld is natuurlijk AB = AF'.

De gedachtegang bij het bewijs van propositie 14 is als volgt. We beperken ons
daarbij tot figuur I op bladzijde [214], de andere gevallen gaan analoog. De
lezer wordt hiervoor verwezen naar de bijbehorende kanttekeningen van Jan de
Witt.

De ellips SY X Z is gegeven door de assen SAX en YAZ. In deze ellips trekt
men een middellijn DAFE en men vraagt nu naar de daarbij behorende toege-
voegde (= tweede) middellijn oftewel de secans (voor de definitie zie bladzijde
[205]). Om die te bepalen wordt een nieuwe ellips E* geconstrueerd op de vol-
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FIGUUR 4.12.

gende wijze: men bepaalt eerst op nader aan te geven wijze op SY X Z een punt
H, trekt HCB loodrecht op DAE en wel z6 dat HB = DA. Nu beschouwt
men de ellips E* met BAE als hoek en HC en HB als intervallen (dus BC is
de beschrijvende). Van deze ellips is — volgens de constructie - BCH de be-
schrijvende in de beginstand en dus is HAG (HA = AG) de secans of tweede
middellijn behorende bij DAE. Als men nu kan aantonen dat E* samenvalt
met SYXZ, dan zijn dus DAE en HAG ook toegevoegde middellijnen van
SYXZ.

Dit samenvallen tonen we aldus aan: men neemt een willekeurig punt L op
SY X Z aan en laat zien dat dit ook op E* ligt. Daartoe wordt op nader aan te
geven wijze een beschrijvende KM van E* gekozen; deze wordt gesneden met
de beschrijvende TV van L (als punt van SY X Z). Wij zullen dit snijpunt L’
noemen en aantonen dat L' zowel op E* ligt alsook met L samenvalt.

Hier nu sticht Jan de Witt verwarring door dit snijpunt L’ al vanaf het begin
L te noemen.

Hij zegt nl. (bladzijde [215]): ‘Deinde juncta KM eaque producta versus L,
agantur TK, PB etc.’ dat wil zeggen ‘Verbind vervolgens cerst K met M, ver-
leng deze lijn ‘in de richting van (versus)’ L en trek dan TK en PB. In het
vervolg van het verhaal komt dan bij Jan de Witt alleen het punt L voor; dit is
echter nu eens het op SY X Z gekozen punt L, dan wecr het snijpunt van K M
en TV, dus het punt dat wij — ter voorlopige onderscheiding van L — met L’
hebben aangegeven en waarvan wij bewijzen dat het met L samenvalt.

In bijgevoegde figuur 4.12a is de situatie (overdreven) weergegeven. Dit soort
verwarring komt, zoals eerder al gezegd, vaker voor. Jan de Witt trekt vaak
door twee punten A en B een lijn die hij dan maar alvast ABC noemt, ofschoon
hij eerst later de betekenis van C vastlegt.

We vatten het bewijs als volgt samen en beperken ons tot figuur I op bladzijde
[214]. Hier is OW D de beschrijvende van D in de ellips SY X Z.
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FI1GuuUR 4.12a.

Men draait nu AOW tegen de klok in ‘terug’ (reciproce) over 90°, zodat A
ARP onstaat, verlengt PR in de aangegeven richting en snijdt dit verlengde
met de ellips SY X Z. Dit snijpunt is het eerder in deze aantekening aangekon-
digde punt H en er geldt dus PH = OD. Tenslotte trekt men HC loodrecht
op DE en past hierop af HB = DA.

Men beschouwt nu de ellips E* met als middellijnen DAE en HAG (HA =
AQG), die duidelijk onderling toegevoegde (dat wil zeggen transversale, res-
pectievelijk tweede) middellijnen zijn. Om nu te bewijzen dat SYXZ met
E* samenvalt, kiest men een willekeurig punt L op SYX Z met beschrijvende
TV L. De cirkel met middellijn TV gaat dan door A (/T AV = 90°), snijdt het
verlengde van BA in K en DA in M. Nu wordt KM gesneden met TV en het
snijpunt noemen we L’. We zullen dan zien:

a) L' ligt op E*; b) L' = L en dus ligt het punt L ook op E*

Daartoe worden eerst nog TK en PB getrokken.

Als @ het snijpunt is van DO en HP, dan geldt

/DQP =90° = /HCI.

Ook geldt (DIQ =/HIC,

dus ADIQ ~AHIC

en /ADO = /BHP.

Maar OD =PH en DA=HB,
dus AODA~ APHB

zodat ook OA = PB.
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[3.16]

Tevens geldt OA = AR,

dus PB = AR,

Uit de congruentie AODA ~ APHB

volgt verder (HPB=/DOA=(WOA=/PRA
zodat PB = AR en PB//AR.

Dan is direct te zien dat AAPB ~ APAR en dus AB = PR (= TV, als
beschrijvende van het punt L). Hieruit volgt dat de cirkel met middellijn AB
congruent is met de cirkel met middellijn TV.

Verder geldt:

({PBC = /TKM (via /PAC = (TAM),

zodat /PBH = (TKL *
Ook /BPH = /BPR = /BAR (op boog BR)

en {BAR=/KAV =/KTV = /KTL'

dus (BPH = /KTL, (**)
verder {PAB = /TAK,

dus op grond van de congruentie van de cirkels geldt:
PB=TK. (***)

Uit (*), (**) en (***) volgt dan dat AKTL' ~ ABPH en dus TL' = PH.

Op grond van de constructie van L geldt TL = PH en dus valt L’ samen met

L en dus snijdt KM de beschrijvende TV van L inderdaad in L.

Rest nog aan te tonen dat L' en dus L op E* ligt.

Hiertoe merken we op dat boog KM = boog BC, want /KAM = /BAC, dus
op grond van de congruentie van de cirkels - geldt KM = BC en dit is juist

de beschrijvende van E*.

Ook zagen we dat KL' = HB (omdat AKTL ~ ABPH) dus ligt L' op E*;

maar omdat L' en L samenvallen ligt ook L op E*.

Nu was L een willekeurig punt op E dus E ligt in zijn geheel op E*, maar dan

zijn DE en HG ook van de oorspronkelijke ellips SY X Z onderling toegevoegde

middellijnen.

De gedachtegang is de volgende: gegeven is een ellips E door de toegevoegde

middellijnen DAE en HAG (zie figuur I op bladzijde [219]). Dit houdt in dat

DAE een transversale middellijn is en HAG de bijbehorende secans, hetgeen
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[3.17]

weer betekent dat van de lijn HCB, loodrecht op DAE getrokken zodanig dat
HB = AD, de delen HC en HB de intervallen zijn van de ellips E, dat BC
de beschrijvende en BAC de werkhoek is.

Op nader aan te geven wijze worden nu twee onderling loodrechte koorden,
SAX en Y AZ geconstrueerd die elkaar in A halveren. De kern van het verhaal
is dat de ellips die met SAX en YAZ als assen geconstrueerd kan worden,
geheel samenvalt met de ellips £ waarvan we uitgingen en waarvan dus op
deze wijze de assen SAX en Y AZ zijn geconstrueerd.

Deze constructie verloopt als volgt. Men trekt HCB loodrecht op DAE en
wel zo dat HB = AD); zoals gezegd zijn dan HC en HB de intervallen. Met
AB als middellijn beschrijft men nu een cirkel met middelpunt N. Deze cirkel
snijdt HN in P en R.

De bewering is nu deze: indien men langs AR en P A respectievelijk de stukken
HP en HR afzet ter weerszijden van A, dan zijn de zo verkregen lijnstukken
SAX en YAZ de assen van de gegeven ellips E.

Het bewijs van deze bewering verloopt aldus: men kiest op AP het punt O
zodanig dat AO = RA.

Vervolgens bewijst men de congruentie van de driehoeken DAO en HBP.

Er geldt immers

i) AO = BP omdat AO = RA en RA = BP omdat AAPB ~ APAR.
ii) /PBH = /PBC = /OAD omdat /PBC + /PAC = 180° en /OAD +
/PAC = 180°.
iii) AD = HB (volgens de constructie).

Hieruit volgt OD = PH, maar volgens de constructie geldt AS = PH, dus ook
AS = 0OD.

Verder tonen we aan OW = RP. De driechoeken AOW en ARP zijn immers
congruent omdat

i) AO = AR.
i) /WAO = /PAR = 90°
iii) /WOA = /PRA omdat /WOA = /DOA = /HPB (dit volgt uit de

reeds bewezen congruentie van de driehoeken DAO en HBP) en omdat
(HPB = /RPB = /PRA.

Samengevat geldt dus OD = PH, OW = RP en dus ook DW = RH.

We hadden echter AS en AY zo gekozen dat AS = PH en AY = RH, zodat
blijkt OD = AS en WD = AY. Het punt D ligt dus op de cllips die beschreven
is met ASX en Y AZ als assen en OW D als beschrijvende. Zo ligt ook het punt
H op de ellips E, met PRH als beschrijvende,maar dan valt de ellips SY XZ
geheel samen met de ellips E die gegeven was door de toegevoegde middellij-
nen DAE en Y AZ, waarvan we dus nu de assen SAX en Y AZ geconstrueerd
hebben.

Bij het bewijs van Stelling XIII is de gegeven ellips E bepaald door de (onder-
ling loodrechte) assen SAX en Y AZ (zie figuur V op bladzijde [217]). DAE is
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[3.18]

[3.19]

[3.20]

[3.21)

3.22]
[3.23]

3.24]

Figuur 4.13.

daarvan een middellijn, dus voorlopig alleen nog maar een lijn door het mid-
delpunt. In de loop van het bewijs blijkt de ellips E*, met HB en HC als
intervallen en /CAB als werkhoek, samen te vallen met de ellips SYXZ. Dit
betekent, omdat DAE dus ook middellijn is van E*, dat voor de punten D en
E op E* geldt DA = HB en AE = HB; dus geldt ook DA = AE.

Een transversale middellijn kan immers ook opgevat worden als tweede mid-
dellijn, waarbij de middellijn die oorspronkelijk als tweede middellijn gold nu
als richtlijn opgevat kan worden. De evenwijdige lijn in kwestie loopt dus even-
wijdig aan een richtlijn en raakt dan aan de ellips op grond van gevolg 2 van
Stelling XII (=propositie 13) op bladzijde [209].

Recta betekent hier duidelijk lijnstuk of koorde. Het geval waarin de bedoelde
rechte door P geordend is aangebracht op de middellijn door P is buiten be-
schouwing gelaten, tenzij men het raakpunt als koorde met lengte nul wil be-
schouwen. Jan de Witt toont slechts aan dat dit lijnstuk juist twee punten met
de ellips gemeen heeft en leidt kennelijk uit de figuur af dat dit lijnstuk dus
binnen de ellips verloopt.

De verklaring is eenvoudig, zie figuur 4.13. Hierin geldt I = IGen EHL//FIG.
Op grond van Stelling XIV (= propositie 15) is FIG geordend aangebracht op
de middellijn AK'C en dus is ook de daarmee cvenwijdige EH L geordend aan-
gebracht op AKC, maar dan geldt volgens het gevolg 4 van Stelling XII (=
propositie 13) op bladzijde [211] dat EH = HL.

Hierbij wordt de ellips gezien als een gegeven kromme waarop men zonder na-
dere constructie punten kan aannemen.

Zie gevolg 2 van propositie 15 (stelling XIV).

Men bepaalt eerst volgens gevolg 2 van Stelling XIV (= propositie 15 op blad-
zijde [222]) een paar toegevoegde middellijnen en daarna volgens gevolg 1 van
Stelling XIII (= propositie 14 op bladzijde [218]) de assen.

Dat wil zeggen gedraaid over 90° tegen de klok in, zie bladzijde [214].
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[3.25]

[3.26]

Op grond van gevolg 4 van Stelling XIII (= propositie 14) op bladzijde [220]
verloopt de raaklijn aan de ellips in C evenwijdig aan de middellijn die toege-
voegd is aan de middelliin CF. De redenering is verder deze: stel dat ICK
ook raakt in C, maar verschilt van DCE. Trek dan door het middelpunt de
lijn GH//DCE en LM//ICK; dan geldt:

ICK # DCE, dus LM # GH. De aan LM en GH toegevoegde middellijnen
NO en CF zijn dan ook verschillend, dus N # C. Trekt men nu PNQ//LM
dan raakt PNQ in N aan de ellips.

Op grond van gevolg 2 op bladzijden [209] t/m [211] ligt de ellips (met uitzon-
dering van N) geheel aan één kant van de raaklijn in N. Jan de Witt drukt dit
uit door te zeggen dat ‘C onder de raaklijn PNQ ligt’. Maar dan ligt ook de
lijn ICK geheel ‘onder’ de raaklijn PNQ omdat ICK evenwijdig is met PNQ
en beide lijnen evenwijdig zijn met LM. Daar ICK ondersteld werd 66k in C te
raken aan de ellips, kan men — mutatis mutandis — op analoge wijze aantonen
dat N ‘onder’ ICK ligt en dus ook PNQ geheel ‘onder’ ICK. Deze rechten
zijn echter onderling verschillend omdat N # C en dit levert een tegenspraak
op.

Voor de stelling in zijn meest algemene vorm bezien we de figuur op bladzijde
[226].

Hier geldt:

a) Indien DE de ellips (met middelpunt A) raakt in D en de middellijn IG
snijdt in F, terwijl CD geordend is aangebracht op JAG dan geldt: AE-AC =
AG? .

b) Indien A, D, E en C zijn als boven en indien AE - AC = AG?, dan raakt
DFE in D aan de ellips.

Het bewijs wordt in twee etappes geleverd: eerst worden a) en b) bewezen voor
het geval dat de betrokken middellijn en as is (tot en met bladzijde [225], regel
3 van onderen); daarna wordt het algemene geval bewezen, uitgaande van de
juistheid van deel b) voor het ‘assengeval’.

a) We richten allereerst onze aandacht op de eerste figuur op bladzijde [225].
Hierin zijn AK en AG de halve assen. Voor het bewijs van a) gaan we er-
van uit dat ED in D aan de ellips raakt; OW is de beschrijvende van D, dus
OD = AG en WD = AK. De beschrijvende PR ontstaat uit OW door een
rotatie over 90° tegen de klok in (in statione reciproca) en bepaalt het punt
H op de ellips. De hoeken bij C, B,T en F zijn recht. Aangezien AH en OD
onderling toegevoegd zijn (zie vraagstuk II op bladzijde [222]) er ED in D aan
de ellips raakt, geldt ED//AH. Het bewijs van bewering a) verloopt nu als
volgt

AOAW ~ ARAP = AWCD ~ ARTH =
= AOBD ~ APFH.

Echter WD = RH (interval!) en OD = PH (intervall), dus WC = RT = FA
en DB=HF.
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Omdat ED//AH (zie boven) en /C = /F = 90°, geldt AEDC ~ AHAF.
Daaruit volgt:

DC:AF =EC: HF.

We zagen al HF = DB,

dus DC:AF =EC:DB. (*)
Omdat ADCW ~ ADBO,

geldt: DC:CW = DB : BO,

maar CW = AF,

dus DC: AF = DB : BO (**)

Uit (*) en (**) volgt
EC:DB=DB: BO. (***)

Men zegt dan dat EC, DB en BO gedurig evenredig zijn.
Nu wordt een eigenschap van evenredigheden gebruikt waarvoor de Witt ver-
wijst naar EL. VI. 20 en die men gemakkelijk narekent en wel:

a:b=b:c<a:c=b%:c%
Dit geeft voor (**¥)

EC : BO : DB? : BO?,
maar BO = CA, dus
EC:CA = DB?: BO?
Via ‘componendo’ (zie aantekening [2.16]) vindt men dan:
(EC+ CA):CA=(DB? + BO?) : BO?
dat wil zeggen EA:CA =DO?: BO2.

Hier is het essentiecl dat /B recht is, dus dat wij zijn uitgegaan van de assen
en niet van willekeurige middellijnen!

Maar OD = GA en BO =CA, dus
EA:CA=GA?:CA?.

Eenvoudig ziet men in dat hieruit volgt (zie weer EL.VI.20):
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FiGuur 4.14.
GA=GA:CA +B
en dus AG? = AC - AE. q.ed.

b) Het omgekeerde van a) is triviaal vanwege de eenduidigheid van de raaklijn
die als propositie 17 is bewezen.

Vervolgens het geval waarin AG en AK geen halve assen zijn, maar waarin IG
een willekeurige middellijn is (zie figuur op bladzijde [226]).

In deze figuur is de helft van de betrokken ellips — rechts van IG — weergegeven
als de boog GDKI. Om misverstand te voorkomen: het deel van de figuur
links van IG wordt hierna gedefineerd, maar is in ieder geval niet de rest van
de ellips met raaklijn!

Het bewijs gaat uit van de hierboven bewezen juistheid van deel b) voor het
geval waarin het assen betreft.

Door het punt D op de ellips is CD geordend aangebracht op IG, dus evenwij-
dig met de aan IG toegevoegde middellijn waarvan we de rechterhelft zullen
aanduiden als AT (T komt niet in de figuur op bladzijde [226] voor, wel in
figuur 4.14). Op het verlengde van IG ligt E zodanig dat AC - AE = AG? .
De bewering is nu dat ED in D aan de ellips raakt. Hier wordt dus eerst b)
bewezen!

Voor het bewijs kiezen we op ED (of het verlengde daarvan) een willekeurig
punt F' en tonen aan dat dit niet op de ellips ligt. Dan is ED dus raaklijn.
Hiertoe construeren we links van IG een halve ellips E* met IG als as en met
dezelfde parameter IB als de oorspronkelijke ellips heeft (ter herinnering: als
een middellijn de lengte 2a heeft en de daaraan toe gevoegde middellijn de
lengte 2b heeft, dan is de bijbehorende parameter 2b%/a. Hier geldt dus dat de
parameter IB gelijk is aan 2AT2/AG. In C richten we op IG de loodlijn op
die E* in L snijdt. Door F trekken we HF // CD; de loodlijn in H op IG
snijdt E* in M en EL in N. Op grond van het hierboven bewezene sub b is
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[3.27)

[3.28]
[3.29]

[3.30]

3.31)
3.32]
[3.33]
3.34]

het duidelijk dat EL in L aan de ellips E* raakt omdat LC LIG en volgens het
uitgangspunt geldt: AG? = AC - AE. Hier is dus deel b) van het ‘assengeval’
van toepassing.

Eerst tonen we nu aan LC = CD en wel als volgt (voor T zie hierboven):

Op grond van propositie 13 en omdat IB = 2AT?/AG, geldt:

DC? AT? B IB

= - *
GC-CI =~ AG? )

T 24G T IG
Omdat E* dezelfde parameter IB heeft en dus IB = 2452/ AG, geldt ook:

Lc? AS? IB IB

GC-CI  AG® ~ 24G _ IG

Hierin is AS de halve aan IG toegevoegde as van E*.
Uit (*) en (**) blijkt direct: DC = LC.

Analoog toont men aan: KH = MH .

Echter CD : HF = EC : EH = CL : NH, dus ook

HF =HN .

Nu geldt NH > MH en omdat NH = HF en MH = HK, geldt ook
HF > HK, waarmee bewezen is dat een willekeurig punt (# D) op ED of
het verlengde daarvan, niet op de ellips ligt en dus dat ED in D aan de ellips
raakt.

Het omgekeerde hiervan (dus bewering a)) is weer triviaal op grond van de
eenduidigheid van de raaklijn in D.

Hiermee wordt bedoeld dat F niet op de ellips zelf ligt. Met ‘ellips’ wordt
duidelijk de kromme zelf bedoeld en niet het daardoor omsloten gebied. Men
zou haast komen tot de paradoxale vertaling ‘binnen’ voor ‘extra’.

Zie het gevolg van propositie 16 op bladzijde [223].

Dit is de kern van het betoog van Jan de Witt ‘absque ulla solidi conside-
ratione’, dat wil zeggen zonder enig ruimtelijk lichaam in de beschouwing te
betrekken. Zie hiervoor ook de inleidende brief.

Met ‘plaatsen’ wordt bedoeld wat men tot voor enkele jaren ‘meetkundige plaat-
sen’ noemde, dat wil zeggen verzamelingen van alle punten die een bepaalde
eigenschap bezitten. Zie ook aantekening [1.20].

Compositio is hier vertaald met constructie. Zo zegt Descartes in zijn Géométrie
(bladzijde 304) dat hij bepaalde zaken bijeengebracht heeft ‘affin de faire voir
qu’on peut construire tous les probléemes de la Géométrie ordinaire’.

Voor ‘geslacht’ en ‘soort’ zie aantekening [1.20].

Vermoedelijk denkt Jan de Witt hier aan een nog te schrijven verhandeling.
Zie aantekening [1.20] en ook de inleidende brief aan Van Schooten.

Hiermee wordt gedoeld op Liber Secundus dat direct aansluit op het hier ver-
taalde werk en waarin de besproken krommen door middel van vergelijkingen
worden beschreven en behandeld. Ook worden daar de betreffende vergelijkin-
gen in standaardvorm gebracht.

(**)
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[3.35] Het woord ‘construeren’ is gekozen als vertaling van ‘Mechanica delineatio’ en

[4.1]

betekent: daadwerkelijk tekenen met behulp van een ‘mechanisch’ instrument.

Hoofdstuk IV

Jan de Witt spreekt over de drichoek ABC, maar het is duidelijk dat hiervan
alleen A gedurende het proces vast blijft. Indien we — zoals in figuur 4.15 -
A als oorsprong nemen van een rechthoekig assenkruis waarbij GAF langs de
X-as valt en EAD langs de Y-as, dan schuift het punt B langs de Y-as en
doordat de hoek EBH constant 45° blijft, schuift het punt C langs de X-as.
Er wordt dus ondersteld dat de figuur een willekeurige stand weergeeft zoals
ook in de hier bijgevoegde figuur 4.15. Hierin is A de vaste pool waarom de
lijn AK draait als het punt K met het punt B mee beweegt zodanig dat BK
een vaste lengte-zeg p— behoudt.

Het gaat nu om de baan van het snijpunt O(z,y) van AK met de lijn door C
evenwijdig aan de Y-as. Men kan deze situatie eenvoudig analytisch narekenen.
Uit de figuur 4.15 lezen we af:

AABK ~ AOCA

dus AB:BK =0C:CA
maar AB=AC =z

dus . Tip=y:x

en dus 2 =py

De baan van O(z,y) ligt dus op een parabool.
Jan de Witt geeft ook aandacht aan de baan van het snijpunt Q(z,y) van
AK met BC. L e H,

x-as

O(xy)

D

v-as

FIiGUUR 4.15.
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X-as

O(xy)

y-as

FiGUUR 4.16.
Uit de gelijkvormigheid van AABK met AARQ volgt
RQ:BK = AR: AB
maar AB=AR+RB=AR+RQ=y+z,
dus z:p=y:(y+z).
Voor de baan van Q(z,y) geldt dan
2 4 zy—py=0.

De baan van Q(z,y) ligt dus op een hyperbool.

Tenslotte beschouwt Jan de Witt het geval dat AABC niet gelijkbenig is,
terwijl het lijnstuk met lengte BK (= p) niet vanuit B wordt uitgezet, maar
vanuit een ander punt -zeg B'- op de y-as dat in onze tekening op cen vaste
afstand t van het lopende punt B ligt (figuur 4.16). Hij onderzoekt daarbij
slechts de baan van O(z,y). Er geldt dan het volgende:

Uit

AAB'K ~ AOCA
volgt AB': B'K = 0C : CA,
dus AB':p=y:z.
Echter AB' = AB +t.

Stelt men de constante verhouding AB : AC op m, dan geldt AB = mz, dus
(mz+t):p=1y:x.

Voor de baan van O(z,y) geldt dan
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[4.2]

[4.3]

ma? +txr —py = 0.

Deze baan ligt dus eveneens op een parabool.

Tenslotte zij opgemerkt dat hier duidelijk blijkt hoe losjes Jan de Witt
omgaat met het benoemen van punten, immers hij spreekt in het begin over
een lijnstuk BC, ‘dat naar beide zijden onbepaald verlengd wordt, bijvoorbeeld
naar D en E’.

Hier loopt Jan de Witt vooruit op het resultaat dat AD middellijn van de
gezochte parabool zal blijken te zijn.

Hier grijpt Jan de Witt terug op propositie 1 op bladzijde [162]. Daar wordt
met gegeven richtlijn, interval en bewegende hoek volgens een bepaald procédé
een kromme beschreven. Hierbij is de bewegende hoek in de beginstand gelijk
aan de hoek die het interval maakt met de richtlijn (aan dezelfde kant van het
interval). Deze kromme blijkt dan een parabool te zijn. Een voor de hand
liggende vraag is dan: ‘wat gebeurt er als de genoemde hoeken niet gelijk zijn?’
Op bladzijde [178] stelt Jan de Witt dit probleem inderdaad aan de orde, maar
hij zegt erbij dat hij dit zou kunnen behandelen, maar voor de volgende kromme
{(de hyperbool) een andere aanpak prefereert, nl. die waarbij nu niet een hoek
ronddraait die een lijn voortschuift, maar waarbij een lijn ronddraait die een
hoek voortschuift.

Nu, op bladzijde [231], komt hij hierop terug en hij laat zien dat het ge-
val dat hij op bladzijde [178] heeft ‘laten liggen’ tot een kromme voert die
de op bladzijde [181] genoemde en op bladzijde [182] bewezen, karakteristieke
eigenschap van een hyperbool heeft.
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[4.4] De gedachtegang bij het bewijs is de volgende; we beperken ons daarbij tot fi-
guur I op bladzijde [232]. Hier wordt volgens het voorschrift van bladzijde [159)
een kromme beschreven met werklijn IG (in de beginstand), pool A, interval
AL, richtlijn KLO, maar nu met ongelijke hoeken TAL en K LA. De bewering
is nu dat de zo onstane kromme een hyperbool is in de zin van bladzijde [182]
(regel 10 t/m 13) en dus de karakteristieke eigenschap bezit die genoemd is in
propositie 3 op bladzijde [180] en [181].

Om dit aan te tonen nemen we een willekeurig punt D op de kromme,
beschreven door de bewegende hoek in de stand OAD met O op de richtlijn en
OD als beschrijvende, dus evenwijdig aan AL.

Vervolgens wordt de volgende constructie uitgevoerd: allereerst wordt op
de richtlijn het punt K 26 bepaald dat de hoek tussen KA en AL gelijk is aan
de hoek tussen AL en de werklijn in de beginstand. Deze laatste werd al AG
genoemd, maar het punt G wordt eerst nu gespecificeerd en wel als volgt: men
beschrijft een cirkel met middelpunt A en straal AK; deze snijdt de werklijn in
de beginstand in de punten die nu als naam krijgen I en G. Deze cirkel snijdt
de richtlijn behalve in K ook nog in @. Het snijpunt van JK met GQ wordt
F genoemd. De bewering is nu dat de getekende kromme een hyperbool is in
de zin van bladzijde [180] en [181], met asymptoten FI en F'G en met macht
(potentia, bladzijde [182]): AB - BF. Hiertoe wordt voor het willekeurige punt
D op de kromme aangetoond dat DC -CF = AB - BF.

Opmerking: deze constructie berust op de existentie van het punt K op de
richtlijn en mislukt indien de hoeken die het interval AL maakt met de richtlijn
oLO en met de werklijn TAG (in de beginstand) gelijk zouden zijn, zoals dat
het geval is in de situatie van de parabool.

Dan zou namelijk gelden: / ALO = /LAG; volgens de constructie is echter
{KAL = (LAG, maar dan zou /KAL = /ALO en dus IAG//oLO en dan
zou het snijpunt K niet bestaan.

Het bewijs verloopt nu als volgt:

Volgens constructie geldt

(AIK = /AKIen /KAL = /LAG = }/KAG
Voor de buitenhoek K AG van K AT geldt

/KAG = /AIK + /AKI,
dus /AIK = /GAL = /LAK,
zodat IF//AL(//OD).

Dus ook FG snijdt AL en OD, terwijl FB = BG.

*

Verder merken we op dat ALAK ~ AOQC
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want /KLA=/QO0C (AL//CO)
en {LAK = (AIK (zie boven)
en LAIK = (0QC,

omdat I KQG een koordenvierhoek is.
Trekt men nog BN//QOQO, dan blijkt dus

AKLA~ ACOQ ~ ACNB.
Aangezien IKQG een koordenvierhoek is, geldt ook:

(AGC =/ IKQ = /ALO.
Verder geldt /LAO = /GAD,
want /LAO = /LAG - /OAG = (OAD — {OAG = /GAD,
dus AD snijdt Q (zeg in E) en

AALO ~ AAGE,
dus AL: AG=LO:GE =BN:GE, (1)
mede omdat BN//LO en LB//ON.

*k

Uit de eerder bewezen gelijkvormigheid van AKLA en ACNB volgt

AL : AK = BN : BC,
dus ook AL : AG = BN : BC.

Met (1) geeft dit GE = BC.

Maar GE =CE + GC en BC = BG + GC,
dus CE = BG(= FB).

Maar dan BE=GE+ BG=BC+ FB=FC.
Tenslotte AABE ~ ADCE,

dus BE:CE = AB: DC,

zodat DC . -BE = AB - CE.
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4.5]

[4.6]

[4.7)

[4.8]

Maar CE =FBen BE=CF,
dus DC-CF = AB-BF

en dit laatste product is constant, dus het willekeurige punt D op de kromme
heeft de karakteristieke eigenschap van een willekeurig punt op de hyperbool
met FG en FI als asymptoten en AB - BF als macht (zie propositie 3 op
bladzijde [180].

Tot nu toe gingen we ervan uit dat in figuur I op bladzijde [232] de punten I
en K onderling verschilden, evenals de punten G en Q. De constructies in die
situaties waarin dit niet het geval is, worden behandeld op bladzijde [237].

In figuur IIT op bladzijde [233] en figuur II op bladzijde [236] vallen I en K
samen en dus raakt FK dan in K aan de cirkel met middelpunt A en straal
AK, zodat AK loodrecht staat op FI. Ook is het direct duidelijk dat dan KQ
loodrecht staat op F'QG. Immers (zie figuur I op bladzijde [232]), IKQG is een
koordenvierhoek, dus /KQB = /KIG en dat blijft zo, als K nadert tot I (zie
ook figuren I en II op bladzijde [236]). Verder staat in dit geval AL loodrecht
op K AG omdat krachtens de constructie /K AL = /LAG.

Indien de punten @ en G van figuur I op bladzijde [232] samenvallen, dan
onstaan figuur IV op bladzijde [234] en figuur III op bladzijde [236]. In dit
geval raakt F'G in G aan de cirkel met middelpunt A en straal AK en staat
QK loodrecht op FKI, omdat (zie weer figuur I op bladzijde [232]) geldt dat
/FKQ = /IGF. Ook is het duidelijk dat nu AL loodrecht staat op K@ omdat
op grond van de constructie geldt AL//IK en nu IK LKQ.

Indien zowel I en K alsook G en @) samenvallen, dan levert de constructie
uiteraard een parabool.
In het eerste geval zijn de asymptoten gegeven en het stuk van een raaklijn
in de top tussen de asymptoten. In het tweede geval zijn twee toegevoegde
middellijnen in grootte en ligging gegeven. Dit geval wordt direct teruggevoerd
op het eerste (zic figuur I op bladzijde [236]). Vergelijking met figuur I op
bladzijde [232] stelt ons dan in staat om van de door deze gegevens bepaalde
hyperbool het interval, de richtlijn en de bewegende hoek te vinden en daarna
deze kromme punt voor punt te construeren volgens het voorschrift op bladzij-
den [156] en [160].
Zie weer de figuur I op bladzijde [236]. Het verschil met de constructie via een
cirkelboog is miniem. Nu moet men via evenwijdige lijnen zorgen dat de hoek
FKO de juiste waarde krijgt. In de praktische uitvoering kan deze constructie
echter nauwkeuriger zijn. Overigens zij hier opgemerkt dat het punt L als eerste
genoemd wordt (ducta AL), maar als laatste gedefinieerd! In eerste instantie
is AL niet mecr dan een rechte, evenwijdig met de asymptoot FI; dan worden
achtereenvolgens geconstrueerd: K, KO (eveneens met onbepaalde () en eerst
dan het punt L als snijpunt van KO met de lijn door A evenwijdig aan F1I.
De zojuist gegeven constructie (figuur I op bladzijde [236]) gaat er vanuit dat
de punten K en I niet samenvallen, evenmin als de punten G en Q.

De gevallen K = I en G = @ werden besproken op bladzijde [235] en in
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FIGUUR 4.17

aantekening [4.5]. Nu volgen de constructies die bij deze gevallen behoren.

In de figuur op bladzijde [237] zijn van een hyperbool de asymptoten FS
en FT gegeven alsook een willekeurige raaklijn ST (maar niet het raakpunt
daarop!). Men wil nu hier meer een zodanige hyperbool construeren dat daar-
van ofwel de bewegende hoeken recht zijn, ofwel de beschrijvende in de be-
ginstand loodrecht staat op de richtlijn.

Hiertoe grijpen we terug op propositie 9 op bladzijde [195]. Deze zegt het
volgende: indien AG en AK de asymptoten zijn van een hyperbool en GH en
IK raaklijnen daaraan die elkaar in R snijden (zie figuur 4.17) dan geldt de
volgende evenredigheid:

AG: Al = AK : AH.

Ook geldt in zekere zin het omgekeerde: indien deze evenredigheid geldt en
bijvoorbeeld I K de hyperbool raakt, dan raakt ook GH aan de hyperbool.

In de figuur op bladzijde [237] trekt men eerst door T de loodlijn TV op
FT en men bepaalt dan op F'V het punt I zodanig dat

FV :FI=FI:FS.

Indien we dan door I een rechte IG trekken, evenwijdig met VT, dan geldt
FV :FI=FT: FG,

dus met het voorgaande:
FI:FS=FT:FG.

Maar dan zal — omdat ST aan de hyperbool raakt — ook IG aan deze hyperbool
raken, op grond van propositie 9. Vervolgens beschrijft men een halve cirkel
op IG als middellijn; deze raakt dan in G aan de asymptoot FT omdat IG
loodrecht staat op F'T. Trekt men nu door het midden A van IG (het raak-
punt) een lijn AL loodrecht op K'G, dan leert vergelijking met figuur III op
bladzijde [236] dat de hyperbool met werklijn IG, richtlijn KO en interval AL
een hyperbool is waarbij het interval loodrecht staat op de richtlijn.
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FIGUUR 4.18

De andere gezochte hyperbool krijgt men door AL loodrecht op IG te trek-
ken en een vergelijking te maken met figuur II op bladzijde [236].
[4.9] ‘Evenwijdig aan zichzelf’ betekent, zoals ook elders in dit werk, ‘met behoud
van richting’.
[4.10] In de eerste figuur op bladzijde [238] geldt:

AB : BC = AL : LD, dus AB?: BC? = AL?: LD2.
Nu is GAHFEG de cirkel met middelpunt B en straal BA, dus
AB = GB; AL? = GL - LH;

ook geldt BC = BK,
zodat voor een willekeurig punt D van de baan geldt;

DL?:GL-LH = DL?: AL?> = BC? : AB? =
BK?:BG? = IK?: GH?.

Dit punt voldoet dus aan de eigenschap die karakteristiek is voor de punten op
de ellips met GH en IK als assen (propositie 12, bladzijde [205]).

Jan de Witt gaat, evenals in vele andere gevallen, niet in op de vraag of wel
de gehele ellips wordt doorlopen.

Over de oorsprong van deze constructie, zie Inleiding 7, ii.

Een eenvoudig analytisch bewijs ligt voor de hand; neem daartoce cen rechthoe-
kig assenkruis, leg B in de oorsprong O en laat ABC wentclen om O.

Indicn AB = a en BC = b, dan blijkt uit figuur 4.18 dat voor D(z, y) geldt:

r=acosa en Y= —bsina.

dus

[4.11] Het gaat resp. om het stuk DB op het verlengde van CB en het stuk BG op
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[4.12)

het verlengde van AB. Hierop slaat ‘nempe dictorum crurum, si opus fuerit,
productorum’.

Het probleem is het volgende: ABC is een hoek o met benen BA en BC; de
lijn [ staat in A loodrecht op BA en snijdt het verlengde van CB in D. Nu
draait de hoek ABC om de pool B tot in de stand H BI (zie figuur op bladzijde
[240] en figuur 4.19). Door H trekt men de lijn I’ evenwijdig met I en door I
trekt men de lijn m’ evenwijdig aan BC; deze lijnen snijden elkaar in K. Het
gaat nu om de baan van K als de hoek ABC om de pool B draait en telkens
lijnen, analoog aan I’ en m', getrokken worden.

De bewering is dat deze baan een ellips is met middelpunt B, waarvan BD
een halve middellijn is. De hieraan toegevoegde (halve) middellijn BP verloopt
evenwijdig met ! en heeft de lengte van BGj hierbij is G het snijpunt van het
verlengde van AB met de loodlijn in C op BC (zie figuur op bladzijde [240]).

Ter toelichting op het bewijs van Jan de Witt bezien we de figuur op blad-
zijde [240] en figuur 4.19 bij deze aantekening. Hierin geldt dus:

AB = HB; BC = BI; AD1AB; HO1AB.

De lijn door I, evenwijdig met BC snijdt het verlengde van HO in K. IL en
K M staan loodrecht op DF'. De loodlijn in C op BC snijdt het verlengde van

AB in G, terwijl BP = BG en BP//AD.
Allereerst zien we dat

AHOB ~ AILB,
want /OBL = /HBI,
dus /HBO = /IBL
en verder geldt:

/HOB = (ILB = 90°.
Ook ACBG ~ AMKN,

want beide driehoeken zijn gelijkvormig met AOBN.
Dit wordt verderop gebruikt, eerst wordt opgemerkt dat

DB?:NB? = AB?:0B? = HB? : OB2.

Nu past Jan de Witt ‘conversio’ toe (zie El. V, definitie 16); in dit geval komt
dit neer op de volgende eigenschap:

a:b=c:d<=a:(a—-b)=c:(c—4d).

Hier geeft dit
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DB?:(DB? - NB?) = HB? : (HB? - OB?)
dus DB?2:DN-NF=HB?:HO? (nb. BF = DB)

Met de gelijkvormigheid van AHOB, AILB, AKMN, ABCG, geeft dit
DB?:DN-NF =HB?: HO?=BI?:IL? =
BC?: KM? = BG? : KN? = BP? : KN?,

dus DB?: PB?2=DN-NF: KF2

Dit betekent echter dat het punt K de karakteristieke eigenschap heeft van de
punten op de ellips met halve assen DB en PB (propositie 13, bladzijde [205]).
Opmerking: als ZABC recht is, dan loopt AD//BC en OH blijft in alle standen
van /HBI evenwijdig met BC. Er zijn dan slechts twee standen van /HBI
mogelijk waarin HK en KI elkaar snijden, maar dan vallen zij ook meteen
geheel samen (zie figuur 4.20 en de hierna volgende analytische afleiding).

Tot slot een analytische behandeling van dit vraagstuk. Daartoe denken we
ons de hoek ABC(= a) geplaatst in een rechthoekig assenkruis, zodanig dat B
met de oorsprong samenvalt en BC langs de positive z-as valt (zie figuur 4.19).
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Hier geldt dan weer AB = a en BC = b. Wanneer dan ABC gedraaid
wordt over t° (rechtsom) dan geldt voor de codrdinaten van H(z,y):

z =acos(a—t), y=asin(a-—-1t).
Voor het punt I(z,y) geldt dan
z = bcost, y = —bsint.

We onderstellen a # 0° en a # 180° want a = 0° en @ = 180° hebben we
zojuist behandeld.
De rechte door H loodrecht op AB heeft tot richtingscoéfficiént

m = tan(a — 90°) = —cota.

Voor het snijpunt K(z,y) van de loodlijn met de rechte door I, evenwijdig met
de z-as geldt dus

—{z — acos(a — t)}cota

y —asin(a — t)
y = —bsint

oftewel

y —asinacost +acosasint = —rcota + —acota.cosa.cost+

+ acot a.sina.sint

y = —bsint
Na enige herleiding geeft dit:
(y + zcota)sina = acost
y = —bsint.

Eliminatie van t levert de vergelijking van de kromme waarop de baan van K
ligt.

(zcosa+ysina)? = y?
a? + »?

Direct duidelijk is dat voor a = £90°, geldt

= 1.

dus Y= :t—ab—— .
Va? + b2

Dit is uiteraard ook direct uit (*) af te leiden. (Vergelijk ook figuur 4.20).
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I, K H,

Ficuur 4.20

[4.13] Voor de term ‘plaatsen’, zie aantekening [3.30].
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Appendix I
De kanttekeningen van Jan de Witt

Jan de Witt heeft aan zijn tekst drie soorten aantekeningen in de marge toege-
voegd:

a. Verwijzingen naar de Elementa van Euclides, door middel van superscript
cijfers.

Slechts de eerste daarvan (bldz. 164,1) vermeldt de bron: “per Cor. 8 sexti
Eucl.” dat wil zeggen: “op grond van het gevolg van hoofdstuk 8 van het
6e boek van Euclides”. De overige hebben een standaardkarakter. Een
typisch voorbeeld: “per 9 quinti” verwijst naar het negende hoofdstuk van
het vijfde boek van de Elementa van Euclides. In de vertaling wordt deze
verwijzing kort weergegeven als “V,9” etc.

Hierbij zij opgemerkt dat Jan de Witt zijn stappen minutieus verantwoordt.
Zo verwijst genoemde aantekening naar de stelling dat uit a : b = c : b, volgt:
a=c().

b. Verwijzingen naar het werk, de Elementa Curvarum Linearum, zelf. Ook
hiervan een voorbeeld: “per 2 Cor. 13 et 3 Cor. 14 hujus” verwijst naar
gevolg 2 van propositie 13 en gevolg 3 van propositie 14 “van dit werk”.
Ten gerieve van de lezer is deze laatste, ietwat vage, aanduiding vervangen
door een exacte opgave van de betreffende pagina. Genoemde verwijzing
wordt weergegeven als: “gevolg 2 van prop. 13 en gevolg 3 van prop. 14,
pag. 221”.

c. Verwijzingen door middel van superscript lettertjes. Deze bevatten in het
algemeen een inhoudelijke toelichting op de tekst, niet zelden een onder-
scheiding van de mogelijkheden die zich t.a.v. de betreffende figuur kunnen
voordoen.

Deze zijn zo nauwkeurig mogelijk vertaald en kunnen goede diensten doen
bij het lezen van dit werk.

In de ecrstvolgende pagina's zijn de aantckeningen van Jan de Witt, gerang-
schikt naar de bladzijden van de tekst van de Elementa Curvarum Linearum, in
vertaling opgenomen.

* %k %k

Caput I

[164]. 1. VL8, gevolg; 2. 1,34; 3. VL17; 4. 1,29; 5. 1,6; a. in het geval van fig.
IT e.d.; b. in het geval van fig. Il en IV e.d.; c. in het geval van fig. Il ed.; d.
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in het geval van fig. IIl en IV e.d.; 6. 1,29; 7. 1,29; 8. 1,32; 9. VI 4; 10. 1,34;
11. V,17.

[166]. 1. 1,29; 2. op grond van het voorgaande gevolg; 3. gevolg 2, pag. 165; 4.
gevolg 2, pag. 165; 5. prop. 1, pag. 162; 6. volgens het voorafgaande gevolg;
7. V1,2; 8. gevolg 1 pag. 164.

[167]. 1. prop. 1, pag. 162; 2. VI,1.

[168]. 8. gevolg 1, pag. 164.

(170]. 1. prop. 1, pag. 162; 2. prop. 1, pag. 162 en VI,17. 3. 1.29 en VI 4;
4. VL16; 5. prop. 1, pag. 162; 6. IL1; a. in het geval van fig. I e.d. b. in
het geval van fig. II en III e.d.; 7. volgens het hierboven bewezene is immers
tweemaal de rechthoek HGE gelijk aan de rechthoek met zijden CA en GD; c.
in het geval van fig. I krijgt men immers, indien men aan de ene kant bij de
vierkanten op HG en GE tweemaal de rechthoek HGE optelt-volgens II, 4 -
het vierkant op EH als som en indien men aan de andere kant bij de rechthoek
met zijden CA en IG de rechthoek met zijden CA en GD optelt, krijgt men
volgens II, 1 de rechthoek met zijden CA en ID (of MO). Op dezelfde wijze
geldt: indien men in figuur II en III aan de ene kant van de beide vierkanten
op HG en GE tweemaal de rechthoek HGE aftrekt, dan zal de rest, volgens II,
7, het vierkant op EH zijn en indien men aan de andere kant van de rechthoek
met zijden CA en IG de rechthoek met zijden CA en GD aftrekt, zal de rest,
volgens II, 1, de rechthoek met zijden CA en ID, of MO, zijn; 8. prop. 1, pag.
162 en volgens onderstelling. 9. V1,17 en volgens onderstelling; 10. VI,1; 11.
V14 en 22; 12. V,14.

[174]. 1. gevolg 6 van prop. 1, pag. 166; 2. prop. 2, pag. 170; 3. gevolg 9 van
prop. 1, pag. 168; 4. gevolg 1 van prop. 2, pag. 164; 5. gevolg 8 en gevolg 9
van prop. 1, pag. 167, 168; 6. prop. 2, pag. 170 en gevolg 2, pag. 174.

(176]. 1. prop. 2, pag. 170; 2. prop. 1, pag 162; 3. VI,17; 4. 1,29; 5. VI 4; 6.
prop. 2, pag. 170.

* % X

Caput IT

(180]. a. Deze rechte ABC wordt, evenals de hoek BEC in de figuur in vier
verschillende standen weergegeven.

(182]. 1. 1,29; 2. VL 4; 3. VL 16; 4. in mijn brief aan van Schooten; 5. VI,16.
[183]. 6. prop. 3, pag. 180.

(185]. 1. gevolg 2 en gevolg 3 van prop. 3, pag. 183 en 184; a. dit snijpunt ligt
in het geval van de eerste figuur zeker binnen de hoek EAF op grond van prop.
4 op pag. 184; 1. VL,16; 2. prop. 3, pag. 180; 3. 1,29 en VI 4.

(186]. 4. VL16; 5. prop. 5, pag. 185 en VI,16; 6. V,17; 7. V,18; 8. V 9.

[187]. 1. volgens het vorige gevolg; 2. prop. 3, pag. 180.

[188]. 1. gevolg 2 van prop. 5, pag. 186; 2. V.9 en VI 4; 3. gevolg 2 van prop.

260



5, pag. 186; a. zoals AO e.d. in fig. I; b. zoals AO e.d. in fig. II. c. zoals PC
en DB in elk van beide figuren; 4. gevolg 2 en 5 van prop. 5, pag. 186 en pag.
188; 5. op grond van de onderstelling bij gevolg 5, pag. 188; 6. 1,15 en 29.
[189]. 1. V1,4; 2. V,14; 3. gevolg 5 van prop. 5, pag. 188.

[190]. 1. gevolg 2 van prop. 5, pag. 186; 2. gevolg 4 van prop. 5, pag. 187; 3.
gevolg 3 van prop. 5, pag. 186; 4. gevolg 2 van prop. 5, pag. 186; 5. prop. 5,
pag. 185.

[191]. 1. gevolg 2, pag. 186 en gevolg 5 van prop. 5, pag. 188; 2. V.9 en VI 4;
J. prop. 6, pag. 190; 4. prop. 6, pag. 190; 5. V.9 en VI4; 6. gevolg 2 van
prop. 5, pag. 186; 7. op grond van wat hierboven bewezen is; 8. gevolg 6 van
prop. 5, pag. 188.

[192]. 1. gevolg 1 van prop. 5, pag. 186.

[193]. 1. 1,29 en VI 4; 2. gevolg 1 van prop. 5, pag. 186; J. prop. 6, pag. 190;
4. V,14; 5. prop. 6, pag. 190; 6. 1,33; 7. gevolg 3 van prop. 6, pag. 191; 8.
1,34; 9. gevolg 1 van prop. 5, pag. 186; 10. gevolg 2 van prop. 5, pag. 186; 11.
gevolg 6 van prop. 5, pag. 188; 12. gevolg 5 en 6 van prop. 5, pag. 188.

[194]. 1. volgens onderstelling; 2. VI,17; 3. prop. 3, pag. 180; 4. 1,5; 5. 1,29;
6. 1,32; 7. 1,26; 8. volgens wat hierboven bewezen is; 9. prop. 6, pag. 190.
[195]. 1. VI 4; 2. prop. 6, pag. 190; 3. VI,20; 4. prop. 3, pag. 180; 5. VI,16.
(196]. 6. VL15; 7. V,16; 8. V,17; 9. VL,15; 10. V,18; 11. V,19, gevolg.

[197]. 1. VI,20, gevolg; 2. V1.4 en 22; 3. gevolg 1 van prop. 6 pag. 190; 4. IL6
en V,17; 5. I1,6; 6. V,16; 7. V,15; 8. gevolg 7 van prop. 5, pag. 189; 9. volgens
het omgekeerde van prop. 10, pag. 196.

[198]. 1. volgens het omgekeerde van prop. 10, pag. 196; 2. VI4; 3. VL1; 4.
V,9; 5. prop. 10, pag. 196; 6. V,16.

[199]. 1. VI,17; 2. VI, gevolg 2 en prop. 9, pag. 195; 3. VI,2; 4. door optellen
van de verhouding, zie Clavius’ commentaar op V,18; 5. prop. 9, pag. 195; 6.
V,22; 7. VI.2; 8. VLI,2; 9. V,18.

[200]. 1. prop. 7, pag. 192; 2. prop. 11, pag. 199 en V1,20, gevolg; 3. V14 en
22.

[201]. 1. gevolg 1 van prop. 6, pag. 190; 2. VI 4; 3. V,17; 4. VI,20 gevolg;
5. VL17; 6. gevolg 1 van prop. 10, pag. 197; 7. prop. 6, pag. 190; 8. VL2;
9. gevolg 2 van prop. 3, pag. 183; 10. VI,2 en prop. 6, pag. 190; 11. bepaald
door middel van gevolg 7 van prop. 5, pag. 189; 12. gevolg 3 van prop. 6, pag.
191; 13. prop. 11, pag. 199; 14. prop. 7, pag. 192; 15. prop. 12, pag. 200; 16.
gevolg 1 van prop. 3, pag. 182.

* ¥ *k

Caput III

[205]. a. in het geval van fig. [ e.d.; b. in het geval van fig. Ilen Il e.d.; a. in de
gevallen van fig. I, Il e.d.; b. in de gevallen van de overige en dergelijke figuren;
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1. 1,34; 2. 1,47 en 11,5; 3. V1,4 en 22; 4. volgens het hierboven bewezene.
[206]. 1. V,15; 2. 1,29.

[207]. 1. VI,4; 2. V,9; 3. 1,33.

[208]. 1. 1,47 en IL,5; 2. VI4 en 22; 3. volgens het hierboven bewezene; 4.
V,15.

[210]. a. in het geval van fig. I e.d.; b. in het geval van fig. III e.d.

[211]. a. in het geval van fig. I e.d.; b. in het geval van fig. IIl ed.; 1. 1,18; 2.
prop. 13, pag. 205; 3. volgens het vorige gevolg; 4. V,9; 5. volgens het vorige
gevolg.

[212]. a. in het geval van fig. I e.d.; 1. prop. 13, pag. 205; 2. VI,20, gevolg; 3.
VI,1.

[213]. 1. prop, 13, pag. 205; 2. V,9; a. in het geval van fig. I e.d.; b. in het
geval van fig. III e.d.

[214]. 1. 14; 2. prop. 13, pag. 205 en het gevolg 7 daarvan; a. of in ieder geval
omdat een van beide punten T en V samenvalt met het punt A, zoals het geval
is in fig. VI; 3. op grond van het omgekeerde van III,31.

[215]). b. of daarvan de ene zal raken, de andere echter snijden, zoals in de
gevallen van fig. III en IV; c. of, indien de punten O en P samenvallen, omdat
de hoeken AOW en APR dan de helft van een rechte hoek zijn; 1. 1,4.

[216]. 1. 1,27; 2. 1,4; 3. op grond van het omgekeerde van II1,31; 4. op grond
van het omgekeerde van III,21; d. in het geval van fig. II dient men toe te
voegen: en daarom ook hun nevenhoeken; 5. II,22; e. in het geval van fig. I is
elk van beide gelijk aan de hoek PAC of TAM op grond van III1,20; in het geval
van fig. III vormt elk van beide met de hoek PAC twee rechte hoeken, de ene
namelijk op grond van 1,13 en de andere op grond van II1,22; in het geval van
fig. IV zijn de hoeken PBC en T KM gelijk omdat de eerste met PAC, maar
de laatste met de hoek TV A twee rechte hoeken vormt op grond van I11,22.
Deze PAC en T AV zijn echter op grond van II1,32 gelijk. In het geval van
fig. V is TKM of TAM gelijk aan de hock PBC omdat elk van beide met de
hoek PAC twee rechte hoeken vormt op grond van 1,13 en 20 en I11,22. In het
geval van fig. VI zijn de hoek PBC en TK M gelijk omdat de hock PAC gelijk
is aan de omtrekshoek op de boog AV M op grond van II[,32; de eerste van
deze (scil. PAC, vert.) vormt op grond van II[,22 twee rechte hoeken met de
hock PBC, de laatste cchter (scil. AV M, vert.) vormt met TK M twee rechte
hoeken, eveneens volgens I11,22; 6. I11.20 en in het geval van fig. 111, op grond
hiervan en van II1,32; f. in de gevallen van fig. IV en V vormt zowel hock BPR
oftewel BAR, als hock KTV met hoek K AV twce rechte hoeken op grond van
1,11 en II1,22; 7. 111,26 en 29.

[217]. g. in het geval van fig. III, waar de rechte BAF de cirkel TK'V raakt,
zijn de zijden BP en T K gelijk omdat de hoeken BAP en TV K gelijk zijn op
grond van I11,32. In het geval van fig. VI, waar de rechte PAY de cirkel TK'V
raakt, zijn de koorden BP en TK gelijk omdat de hoeken PAB en TM K gelijk
zijn op grond van II1,32; 1. 1,26; 2. II1,26 en 29; h. in het geval van fig. III is
KM gelijk aan BC omdat dan de omtrekshoek op de boog KT M dan gelijk is
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aan FAM of BAC op grond van III, 32. In het geval fig IV, is KM gelijk aan
BC omdat dan de hoek KT M gelijk is aan de hoek K AC of BAC op grond van
II1, 32. In het geval van fig. V is KM gelijk aan BC omdat dan de omtrekshoek
op de boog BC gelijk is aan de hoek K AM aangezien dan zowel de ene hoek
als de andere met de hoek C AB twee rechte hoeken vormt op grond van 1,13 en
II1,22; i. zoals in het geval van fig. VI; k. zoals in de gevallen van fig. I en II;
l. in het geval van fig. V; m. zoals in de gevallen van de figuren III en IV.
[218]. 1. prop. 13, pag. 205 en gevolg 7 daarvan; 2. 1,4; 3. IIL31.

[219]. a. namelijk met hoek PAC in het geval van fig. I e.d. en met de hoek
PAC of PBC in het geval van fig. Il ed.; 1. 1,13 en I11,22; 2. 1,4; 8. 1,29; 4.
111,31 en 1,13; 5. 1,26; 6. prop. 13, pag. 205.

[220]. 1. prop. 14, pag. 213 en gevolg 1 daarvan; 2. gevolg 2 van prop. 13,
pag. 209 en gevolg 3 van prop. 14, pag. 220.

[221] 1. volgens het voorafgaande gevolg; 2. gevolg 5 van prop. 13, pag. 211; 3.
gevolg 4 van prop. 13, pag. 211; 4. gevolg 2 van prop. 14, pag. 220; 5. VL,2; 6.
prop. 13, pag. 205 en gevolg 3 van prop. 14, pag. 220; 7. gevolg 5 van prop.
13, pag. 211; 8. gevolg 4 van prop. 13, pag. 211 en prop. 15, pag. 221.

[222]. 1. gevolg 1 van prop. 15, pag. 221; 2. gevolg 1 van prop. 14, pag. 218,
of anders: zoals voor iedereen duidelijk is. J. gevolg 5 van prop. 14, pag. 221;
4. prop. 15 en gevolg 1 daarvan, pag. 218; 5. gevolg 2 van prop. 15, pag. 222.
[223]. 1. prop. 16, pag. 222; 2. gevolg 4 van prop. 14, pag. 220.

[224]. 1. gevolg 4 van prop. 14, pag. 220, 2. gevolg 2 van prop. 13, pag. 209;
3. volgens hetzelfde gevolg; 4. volgens het voorafgaande gevolg; 5. gevolg 4 van
prop. 13, pag. 211.

[225]. 1. gevolg 4 van prop. 14, pag. 220; 2. prop. 17, gevolg; pag. 224; 3. op
grond van de constructie; 4. 1,29 en VI,21; 5. op grond van de constructie; 6.
1,26; 7. 1,29; 8. VI 4; 9. omdat de driehoeken EDC en HF A dezelfde hoeken
hebben; 10. omdat de drichoeken DCW en DBO dezelfde hoeken hebben; 11.
V1,20, gevolg; 12. V,18; 13. 147; 14. V1,20, gevolg; 15. VL17; 16. prop. 17,
pag. 223.

[226]. 1. volgens het hierboven bewezene; 2. prop. 13, pag. 205 en VI,20,
gevolg; 3. V,9; 4. VI 4; 5. V,14; 6. prop. 17, pag. 223.

[227]. 1. gevolg van prop. 16, pag. 223, 2. gevolg 2 van prop. 13, pag. 222;
3. gevonden door middel van gevolg 2 van prop. 15, pag. 222; 4. volgens het
gevolg van prop. 17, pag. 224; 5. op grond van het voorgaande of gevolg 5 van
prop. 14, pag. 221; 6. prop. 18, pag. 224.

* %k k

Caput IV

[230]. 1. 1,29 en VI4; 2. VI,17; 8. 1,34; 4. als 3.
[231]. a. of deze rakend in K, zoals in het geval van fig. V is getoond; b. indien
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echter van de genoemde punten er twee samenvallen, zoals I en K in fig. III en
G en Q in fig. IV, dan raakt de rechte daar aan de cirkel, zoals men ziet aan
IF in het eerste geval en aan GF in het tweede; 1. 1,5; 2. 1,13 en 32; 3. 1,28; c.
in het geval van fig. III zullen de rechten IF en AB evenwijdig zijn omdat elk
van beide hoeken AIF en GAL recht is.

[232]. 1. VI,2 en V,14; 2. 1,29.

[233]. 1. in fig. I en I op grond van 1,13 en II1,22; in fig. IV op grond van 1,13
en IIL,18 en 31; d. in het geval van fig. III is het duidelijk dat zowel de hoek
OQC als LAK recht is op grond van 1,13 en II1,31 en in fig. V en VI is het
duidelijk dat de hoeken GIF en OQC gelijk zijn op grond van III,32 en III,21;
2. 1,29; 3. in fig. I op grond van 1,13 en II1,22; in fig. III op grond van 1,13 en
I11,31; in fig. IV op grond van 1,13 en III,18 en 31; in fig. V op grond van 1,13
en II1,32; in fig. VI op grond van 1,13 omdat op grond van I11,21 IKQ gelijk is
aan de hoek IGQ); e. in fig. II is de hoek AGE gelijk aan de hoek ALO omdat
elk van beide met de hoek TKQ twee rechte hoeken vormt op grond van 1,29 en
I11,22; {. of - in het geval van fig. II en dergelijke - BAE; 4. opgrond van VI 4
in andere volgorde.

[234]. 1. op grond van het hierboven bewezene; 2. VI 4; 3. V,11; 4. V,9; 5.
op grond van het hierboven bewezene; 6. 1,29; 7. VI4; 8. op grond van het
hierboven bewezene; 9. VI,16.

[235]. 1. prop. 3, pag. 180; 2. prop. 6, pag. 190.

[236]. a. of de ene rechte raakt en de andere snijdt, zoals in fig. II plaats vindt
in f en @ en in fig. IIl in G en K.

[237]. 1. prop. 9, pag. 195; 2. op grond van de veronderstelling; 3. VI,2 en, na
“optellen”, op grond van V,18; 4. IIL,16, gevolg.

[238]. 1. VL,2 en 22; 2. 11,14 of III,35.

[239]. 1. prop. 13, pag. 205.

[240]. 1. op grond van de veronderstelling en 1,29; 2. VI 21.

[241]. 1. omdat de hoeken bij C, O en M recht zijn, maar die bij B en N
o6f identieke 6f overstaande hoeken zijn. 2. VI4 en 22; 3. op grond van de
veronderstelling; 4. V,19, gevolg; 5. I15; 6. 1,47; 7. VI4 en 22; 8. BC is
immers gelijk aan BI en IL gelijk aan K M; 9. V1,4 omdat de drichoeken CBG
en M KN dezelfde hocken hebben; 10. V,16; 11. prop. 13, pag. 205; 12. gevolg
2 van prop. 13, pag. 209.
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Appendix 1II

A. Aanpassing van oppervlakken

1. Op zes plaatsen in dit werk brengt Jan de Witt de door hem ingevoerde krom-
men in verband met de parabool, hyperbool en ellips zoals die door de Grieken
zijn geintroduceerd en wel op de bladzijden [162], [164] (parabool), [182], [198]
(hyperbool) en [208], [213] (ellips). De —enigszins kryptische —opmerkingen slaan
op de namen die Apollonius van Perga (ca. 250—ca. 200 v. C.) hanteerde in
zijn Konika. Hier worden deze namen voor het eerst in de geschiedenis van
de wiskunde genoemd (Kontka I, 11, 12 en 13 besluiten met de definitie van
respectievelijk parabool, hyperbool en ellips) en slaan op een karakteristieke ei-
genschap (oOurTwpca) van elk van deze krommen. Deze houden nauw verband
met de zogenaamde aanpassingsproblemen die Euclides behandelt in zijn FEle-
menta (I, 44, 45 ; I1, 14 en VI, 28, 29). In deze appendices IIA en IIB zijn enkele
zaken bijeengebracht die het verband leggen tussen de bijdragen van Euclides
en Apollonius en die voor een goed begrip van de toespelingen van Jan de Witt
kunnen dienen.

De aanpassingsproblemen die we aantreffen in de Elementa van Euclides
schijnen voort te komen uit de school van Pythagoras, zoals —naar Proclus
(410-485) beweert— zou zijn gezegd door Eudemus (ca. 350 v. C.). In zijn
commentaar op het eerste boek van de Elementa van Euclides schrijft Proclus
namelijk als toelichting bij stelling 1,44, waar het gaat om de elliptische aanpas-
sing: ‘Volgens de school van Eudemus zijn dit zeer oude ontdekkingen van de
Pythagorische Muse, de aanpassing van oppervlakken: de parabolische aanpas-
sing (enkelvoudige aanpassing van oppervlakken), de hyperbolische aanpassing
(aanpassing met exces) en de elliptische aanpassing (aanpassing met defect).
Daaraan ontleenden de lateren de namen en droegen deze ook over op de zo-
genaamde konische krommen (kegelsneden) en noemden daarvan ook de ene
parabool, de andere hyperbool en de derde ellips, terwijl de oudere eerwaarde
mannen de constructies die met deze namen werden aangegeven, zagen in de
aanpassing van vlakke oppervlakken aan een rechte’.

2. Achtergronden van de aanpassingsproblemen.
a. De parabolische aanpassing.
Euclides stelt in El. I, 44 het volgende probleecm: ‘Aan een gegeven lijnstuk
in een gegeven hoek een parallellogram aan te passen dat dezelfde oppervlakte
heeft als cen gegeven driehoek’. Zonder aan de algemeenheid tekort te doen
zullen we dit vraagstuk enigszins stileren door de gegeven hoek te vervangen
door een rechte hoek en de gegeven drichoek door een vierkant.

Laat in figuur II.1 het lijnstuk AB het lijnstuk met gegeven lengte p zijn
en ACDE het gegeven vierkant met zijdelengte y; AB ligt in het verlengde
van CA. De hier gegeven constructie (eerst F', dan FAP) spreekt welhaast
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voor zichzelf, immers: opp. A FPD = opp. A PFG, opp. A PCA = opp.
AAHP en opp. A AEF = opp. A FBA, dus opp. ACDE = opp. ABGH.
Stellen we nog AH = z, dan geldt dus y?> = pz. Later zou Apollonius het
verband met de kegelsneden zien en daaraan de naam parabool ontlenen. Voor
ons is het uit de laatste formule al duidelijk dat het punt P(z,y) bij variabele
y de bovenhelft van een parabool beschrijft. Spiegeling t.o.v. de z-as geeft de
onderhelft daarvan. Met het oog op de analogie met de figuur I1.3 en I1.4 is
figuurll.2 nog toegevoegd.

De term ‘parabolische aanpassing’ is afgeleid van het woord ‘wrapaBdilew’
(paraballein = vergelijken, aanleggen; vandaar ook ons woord parabel: gelijke-
nis). De grootheid p noemde men later de rechte (rechtopstaande) zijde, naar
het Griekse ‘opfia’, Latijn: ‘latus rectum’ en nog later de parameter. Deze
term is ingevoerd door Mydorge (1585-1647). Wij hanteren thans meestal 2p
in plaats van de p waarmee men tot in de 17e eeuw werkte. Overigens zij op-
gemerkt dat met deze constructie de deling y2/p is uitgevoerd en dat men op
dezelfde constructieve wijze de deling yz/p kan uitvoeren, door namelijk het
vierkant met zijde y te vervangen door cen rechthoek met zijden y en z. Deze
wijze van delen vereist geen kennis van evenredigheden en past geheel in de sfeer
van de Griekse geometrische algebra, de oppervlaktenrckening.

b. De elliptische aanpassing.

Dit probleem wordt door Euclides geformuleerd in El. VI, 28 als volgt: ‘Aan
ecn gegeven lijnstuk een parallellogram aan te passen met dezelfde oppervlakte
als een gegeven rechtlijnige figuur (= vlakke veelhoek, vert.), daarbij te kort
schietend met een parallellogram dat gelijkvormig is met een gegeven parallel-
logram’. Het parallellogram dat ‘tekort schiet’ zullen we het defect noemen.
Euclides merkt hierbij —zonder nadere toelichting— op dat het dus nodig is dat
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de oppervlakte van de gegeven vlakke veelhoek niet groter mag zijn dan de op-
pervlakte van het parallellogram dat beschreven kan worden op de helft van de
gegeven rechte en dat gelijkvormig is met het gegeven parallellogram waarvan
in de opgave sprake is, dus ock met het defect.

Ook hier zullen we het probleem enigszins stileren. Allereerst vervangen
we weer de ‘gegeven vlakke figuur’ door een vierkant met dezelfde oppervlakte.
Men kan immers door achtereenvolgende verschuivingen van de zijden een drie-
hoek verkrijgen met dezelfde oppervlakte en deze daarna transformeren tot een
rechthoek met dezelfde oppervlakte en tenslotte tot een vierkant met deze op-
pervlakte. Ook zullen we i.p.v. ecn willckeurig parallellogram waarmee het
defect gelijkvormig moet zijn, een rechthoek beschouwen. Figuur IL3 geeft de
gewenste eindsituatie.

Hierin is AB het gegeven lijnstuk (met lengte p), PHK A het gegeven vier-
kant met zijdelengte y en oppervlakte V' en R de gegeven rechthoek waarmee
het defect gelijkvormig moet zijn. Om deze eindtoestand te bereiken hebben we
cerst de rechthoek ABCD geconstrueerd, gelijkvormig met en ‘in dezelfde stand
als’ de rechthock R. De lengte van dc zijde BC' -zeg a- van deze rechthoek ligt
dan vast. Vervolgens hebben we op de diagonaal DB het punt E gekozen zo-
danig dat de oppervlakte van de rechthoek AFEH gelijk is aan de oppervlakte
van het vierkant PHK M. De wijze waarop dit kan, wordt beschreven in par. 3
van deze appendix. Het is dan duidelijk dat ook het defect FBGE gelijkvormig
is met de gegeven rechthoek R. Om de zin van deze constructie te doorzien,
kiezen we een rechthoekig assenkruis met oorsprong A en positieve z-as, res-
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pectievelijk y-as langs AD en zijn verlengde, respectievelijk langs het verlengde -
van BA. Indien we dan stellen: BF =t en AH = z, dan geldt allereerst wegens
de gelijkheid van de oppervlakten van AFEH en PHKM

v’ =(p-t)z.
Uit de gelijkvormigheid van ABCD met FBGE volgt verder:
a:rx=p:t
en dus
¥ =(p—t)z =pz —pr?/a (*)

Voor Euclides betekent de constructie van = het oplossen van de vierkantsver-
gelijking in = (met vaste a,p en y):

pz’ —apz +ay® =0 (**)

De eis dat de discriminant D niet negatief is, houdt in a?p? — 4apy? > 0, dus
y? < ap/4, welke cis Euclides, zoals gezegd, al vermeldde bij de formulering van
het probleem. Reeds eerder (E!l. IL 5 en II. 6) had Euclides op meetkundige
wijze het simultane stelsel
rT+y = a
Ty = b
opgelost. In feite is dit de vierkantsvergelijking in = met kopcoéfficiént 1:

2 —az+ b =0.
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Bij de bovenvermelde constructie is kennelijk een willekeurige uiteraard positieve
kopcoéfficiént p toegelaten. Wij zouden daarbij delen door p; deze bewerking
is echter weerspiegeld in de keuze van de rechthoek R waarvan de zijden zich
verhouden als p en a. Wij kunnen eenvoudig narekenen dat (**) correspondeert
met de topvergelijking

ay® = apz — pr?

van een ellips met middelpunt (a/2,0) en assen met lengte respectievelijk a en
\/(ap). Bij variabele y verplaatst het punt E zich langs de diagonaal BD en
beschrijft het daarbij behorende punt P{z,y) dus de bovenhelft van de ellips
met deze vergelijking. Spiegeling t.o.v. de z-as levert de onderhelft.

Later zou Apollonius dit probleem in verband brengen met de ellips als ke-
gelsnede en we zullen in appendix IIB zien hoe hij tot zijn inzichten kwam. Ook
hier een enkele opmerking van taalkundige aard: ‘(A\eimew’ (elleipein) is het
Griekse woord voor tekortschieten; ‘2AAetipeo’ (elleipsis) betekent ‘tekort’. Wij
noemden de ‘ontbrekende’ rechthoek FBGE al eerder het defect. De grootheid
p heet ook hier de rechte zijde, latus rectum en later de parameter. De grootheid
a heet — zeer toepasselijk —de dwarse zijde, als vertaling van ‘wrAaryia’ en ‘latus
transversum’.

¢. De hyperbolische aanpassing,.

Allereerst de formulering van het probleem door Euclides in El. VI, 28: ‘Aan
een gegeven lijnstuk een parallellogram aan te passen, met dezelfde oppervlakte
als een gegeven rechtlijnige figuur en daarbij uitstekend met een parallellogram
dat gelijkvormig is met een gegeven parallellogram’.

Het parallellogram dat uitsteekt, zullen we het exces noemen. Het gaat dus
om het analogon van de elliptische aanpassing. Met dezelfde stilering van het
vraagstuk als bij de elliptische aanpassing, is in figuur II.4 een lijnstuk AB ge-
geven met lengte p, een vierkant PH KM met zijdelengte y en oppervlakte V,
alsook een rechthoek R. Nu zoeken we een rechthoek AFEH met één hoek-
punt in A, waarvan de zijde AF valt langs de drager van AB, maar nu z6 dat
AF > AB en de uitstekende rechthoek BFEG gelijkvormig is met R, terwijl de
oppervlakte van de gezochte rechthoek AFEH gelijk is aan die van het gegeven
vierkant met zijde y. In figuur II.4 is de gewenste eindtoestand weergegeven.
Om deze eindstand te bereiken hebben we eerst een rechthoek ABCD gecon-
strueerd, gelijkvormig met en ‘in dezelfde stand als’ R. Op het verlengde van
de diagonaal DB hebben we een punt E gekozen zodanig dat de opp. AFEH
= y%. Voor de wijze van construeren verwijzen we ook hier naar paragraaf 3.
We kiezen nu een assenkruis op analoge wijze als in het geval van de elliptische
aanpassing, ook nu de oorsprong in A en de positieve z-as langs AH en het ver-
lengde daarvan, de positieve y- as langs het verlengde van BA. Voorts stellen
we BF =t en AH = x. Nu geldt vanwege de gelijkheid van oppervlakten :

v=(+t)
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en vanwege de gelijkvormigheid van ABCD en GEF B:
a:r=p:t
en dus
p:z:2 + apz — ay2 =0 (***)

Reeds eerder (EL. II, 5 en 6) had Euclides het simultane stelsel

y—z = a
zy = b?

opgelost. In feite is dit de vergelijking met kopcoéfficiént 1:
2 4+azx-b2 =0.

De vergelijking (***) is daarvan de generalisatie met kopcoéfficiént # 1; Ook
hierbij is de deling door p weerspiegeld in de keuze van de rechthoek R waarvan
de zijden zich verhouden als p : a.

Vergelijken we (**) met (***), dan zien we dat aan de vier mogelijke typen
vierkantsvergelijkingen (m.b.t. de tekenverdeling) nog twee ontbreken, namelijk

px? + apzr + ay? = 0% en pz® — apr — ay? = 0.
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Van deze laatste twee blijft uiteraard de eerste hier buiten beschouwing omdat
deze bij positieve a en p geen positieve oplossingen heeft. De tweede is te her-
leiden tot type (***) door de substitutie = z' + a.
In principe zijn hiermee dus alle vierkantsvergelijkingen die destijds in aanmer-
king kwamen, constructief opgelost.

Evenals in de vorige gevallen is ook hier een interpretatie mogelijk die ver-
band houdt met de kegelsneden, zoals ook door Apollonius werd opgemerkt.
Schrijft men (***) in de gedaante

2
T

y2=p:z:+p
a

dan rekent men eenvoudig na dat dit de topvergelijking is van een hyperbool
met middelpunt (—a/2) en assen met lengte respectievelijk a en \/(a,p). Door-
loopt het punt E het verlengde van de diagonaal DB, dan doorloopt het punt
P(z,y) dus de bovenhelft van de kromme die door Apollonius een hyperbool
genoemd zou worden. Deze naam is ontleend aan ‘OmepBdAdew’ (overtreffen)
en ‘OmepPolij’ (overschot). Daarom noemt men ook de rechthoek BFEG het
exces, overschot dus. Evenals in het elliptische geval noemt men p de rechte
zijde (0pfia, latus rectum, parameter) en de zijde a de dwarse zijde (TAavyic,
latus transversum).

3. De constructieve oplossing van de elliptische en de hyperbolische aanpassing.
a. Als inleiding op de constructieve oplossing van deze aanpassingsproblemen,
geven we eerst een hulpmiddel, nl. de constructie van een rechthoek die gelijk-
vormig is met een gegeven rechthoek R en een gegeven oppervlakte heeft. Zoals
we reeds opmerkten, mogen we ons deze oppervlakte denken als de oppervlakte
van een vierkant S.

De bedoelde constructie verloopt nu als volgt (zie figuurIl.5): Eerst construe-
ren we een rechthoek H met oppervlakte S en één zijde gemeenschappelijk met
de rechthoek R. We zagen al hoe dit via de parabolische aanpassing kan gebeu-
ren. Stel nu dat R de zijden k en m heeft en H de zijden m en n. Als we dan
de zijden van de gezochte rechthoek z en y noemen, dan geldt op grond van de
geciste gelijkvormigheid:

r:y=k:m

en op grond van de geéiste gelijkheid van oppervlakten:
Ty = mn.

Eliminatie van y geeft :

z° = kn.

Hiermee is = op verschillende manieren te construeren en via de parabolische
aanpassing kunnen we dan y bepalen uit zy = mn, waarmee de gevraagde
rechthoek geconstrueerd is.
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b. Nu de constructie van de elliptische aanpassing. Het probleem is daarbij (zie
figuur I1.3) om op de diagonaal BD van de rechthoek ABCD een punt E te
construeren zodanig dat de rechthoek AFEH een gegeven oppervlakte y2 heeft.

Daartoe halveren we AB door middel van van het punt M (zie figuur I1.6).
Op M B beschrijven we de rechthoek M BNT, gelijkvormig met ABCD (T ligt
dus op de diagonaal BD). Op de aangegeven wijze construeren we in de ‘rech-
terbovenhoek’ daarvan de rechthoek M'B’'N'T, gelijkvormig met MBNT en
met als oppervlakte de oppervlakte van M BNT verminderd met y2. Uiter-

>

- %_____";
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g

-]

Ficuur 11.6.
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aard is daarvoor vereist y2 < ap/4, welke eis, zoals we reeds opmerkten, door
Euclides al bij het formuleren van het probleem gesteld werd. De oppervlakte
van de rand (gnomon) MBNN'B'M'M heeft dan de gegeven oppervlakte y2.
Vervolgens verlengen we B'M’' en N'B' tot deze de zijden van AD, BC en
AB snijden in respectievelijk M", B"” en N"”. Het is dan duidelijk dat opp.
B'B"NN' = opp. MN"B'M' (zie de redenering bij de parabolische aanpas-
sing) en het is ook duidelijk dat opp. AMM'M" = opp. MBB"M'. Wanneer
we nu MBB"M' ‘opschuiven’ tot deze AMM’M" bedekt en MN"B'M' ver-
vangen door B'B”"NN', dan is het duidelijk dat de oppervlakte van de rand
MBNN'B'M'M (= y?) gelijk is aan de oppervlakte van de aan AB aange-
paste rechthoek AN"B'M". Hieruit blijkt dat het punt B’ samenvalt met het
gezochte punt FE op BD.

We vermeldden al dat voor de existentie van een oplossing vereist is dat
y? < ap/4. Wanneer we ons bedenken dat dit probleem correspondeert met
de oplossing van de vierkantsvergelijking (in z): pz® — apz + ay® = 0, dan
is het duidelijk dat er in dit geval twee positieve oplossingen zijn en dus ook
twee mogelijkheden voor een constructieve oplossing. Deze tweede oplossing
vinden we door de rechthoek TM'B'N’ niet op de in figuur II.6 aangegeven
wijze te plaatsen, maar op de manier van figuur IL7, dus niet ‘over TM BN
heen’, maar daarbuiten. Dit geeft aanleiding tot de constructie van figuur IL.7,
waar het punt B* eveneens als oplossing voldoet. Euclides spreekt niet over
deze oplossing. Men heeft daarvoor verschillende verklaringen die er alle van
uitgaan dat hij deze tweede mogelijkheid wel onderkend heeft. Sommigen wijzen
erop dat hij meestal slechts één oplossing van zijn problemen aangeeft, anderen
menen dat hij deze tweede oplossing als vanzelfsprckend of te onbelangrijk aan
zijn leerlingen overliet.

c. Tenslotte geven we de constructie van de hyperbolische aanpassing. Nu is
het probleem (zie figuur I1.4) om op het verlengde van de diagonaal DB van
de rechthoek ABCD een punt E te vinden zodanig dat de rechthoek AFEH
een gegeven oppervlakte y? heeft. Daartoe halveren we ook nu weer AB door
middel van het punt M (figuurll.8) en beschrijven op M B de rechthoek MBNT,
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gelijkvormig met ABCD (T ligt dus op de diagonaal BD). Op de aangegeven
wijze construeren we nu ‘in de linkerbovenzijde’ daarvan de rechthoek TM'B'N’,
gelijkvormig met TM BN en met als oppervlakte de oppervlakte van TM BN,
vermeerderd met y2. De oppervlakte van de rand M M’B'N'NBM heeft dan de
gegeven oppervlakte y2. Vervolgens verlengen we B'M' en DA tot hun snijpunt
M", CB tot het snijpunt N” met B'M’ en MB tot het snijpunt B” met N'B'.
Het is dan duidelijk dat opp. NBB"N’' = opp. MM'N"B (Let op rechthoek
TM'B'N') en dat opp. AM"M'M = opp. MM'N"B. Hieruit is (als boven)
eenvoudig af te leiden dat de oppervlakte van de rand MM'B'N'NBM (= y?)
gelijk is aan de oppervlakte van de aan AB aangepaste rechthoek AM'' B'B".
Hieruit blijkt dat B’ samenvalt met het gezochte punt E op het verlengde van
DB.

B. De kegelsneden bij Apollonius.

a. In het eerste boek van zijn Konike introduceert Apollonius van Perga (ca.
250-ca. 190) de ons bekende kegelsneden als krommen die ontstaan door snijding
van een plat vlak met een (‘dubbele’) scheve cirkelkegel, dat wil zeggen een kegel
met als richtkromme een cirkel en met een top waarvan de projectie op het vlak
van de cirkel niet noodzakelijk in het middelpunt van deze cirkel ligt. Hij maakt
daarbij het gebruikelijke onderscheid: snijvlak al dan niet evenwijdig aan een
beschrijvende en -indien niet- snijvlak snijdt één blad of twee bladen van de
kegel.

Allereerst introduceert Apollenius het begrip kegelas en axiale driechoek. De
as van de kegel verbindt de top van de kegel met het middelpunt van de richt-
cirkel. Een axiale driehoek is cen drichoek met als top de top van de kegel en
als basis een middellijn van de richtcirkel, bijv. TAB in figuur 11.9). Stel nu dat
een vlak a de kegel snijdt volgens een kromme waarvan in figuur I11.10 het deel
DPE is aangegeven en dat dit vlak het vlak van de richtcirkel snijdt volgens
de rechte DE. Apollonius kiest dan een axiale driehoek (i.c. TAB) waarvan de
basis AB loodrecht staat op DE. Verder nemen we aan dat het vlak a de axiale
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Ficuur 11.10.
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driehoek snijdt volgens de rechte PN. Apollonius bewijst nu dat alle koorden
evenwijdig met DE door PN gehalveerd worden, een reden om PN een middel-
lijn te noemen. Let wel: DN E staat niet noodzakelijkerwijze loodrecht op het
vlak van T AB en dus ook niet noodzakelijkerwijze loodrecht op N P; Apollonius
gaat dus direct al zeer algemeen te werk, zonder voorkeur voor hoofdassen. De
lijnen evenwijdig met DE noemt hij ‘reTayuévws katayduevar’, hetgeen Jan
de Witt letterlijk vertaalt met ‘ordinatim applicatae’ en wat wij weergeven met
‘geordend aangebracht’. Deze rechten verlopen evenwijdig met de raaklijn aan
de kromme in de (een) bijbehorende top van de middellijn, dat wil zeggen het
(een) snijpunt van die middellijn met de kromme.

Centraal in de redenering van Apollonius staat nu een speciaal lijnstuk PL,

gelegen in het snijvlak & en loodrecht op de middellijn PN. De lengte daarvan
wordt voor de parabool encrzijds en de ellips en de hyperbool anderzijds op
een bijzondere, ingenieuze wijze gekozen en hangt alleen af van de gegeven
kegel, de stand van het snijvlak o en van de betreffende middellijn PN van de
snijkromme. Op de wijze waarop deze lengte bepaald wordt, gaan we hier niet
in; de lezer wordt hiervoor verwezen naar de literatuur (bijv. HEATH [1] en [3];
HEIBERG [2]).
b, In het ecrste geval van snijding, nl. dat waarin het snijvlak evenwijdig loopt
met een beschrijvende, bezien we de snijkromme in zijn vlak (zie figuur I1.11)
Hierin is @ cen willekeurigpunt op de kromme en Q@' geordend aangebracht
op de middellijn PN dus (QV = @Q'V). Apollonius bewijst nu dat voor dit
willekeurige punt @ op de kromme geldt:

QV2=PV.PL

waarin PL het van @ onathankelijke lijnstuk is waarvan hierboven sprake was.
Dit is dus duidelijk een geval van parabolische aanpassing, zoals in appendix
ITA besproken werd, daar aan PL een rechthoek PLRV is aangepast waarvan
PL zelf een zijde is, terwijl de oppervlakte van deze rechthoek gelijk is aan
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de oppervlakte van het vierkant met zijde QV. Stellen we PL = p, PV =z
en QV =y, dan zien we y2 = pz, hetgeen wij lezen als de topvergelijking van
een parabool. Het verband met de parabolische aanpassing was voor Apollonius
reden om deze kromme de naam ‘rapafBolr}’ (parabool) te geven en p de ‘opfic’
(orthia) te noemen. Latere termen voor p zijn: latus rectum, rechte zijde of
parameter.

c. Als tweede geval beschouwen we de situatie waarin het snijvliak twee beschrij-
venden van eenzelfde blad van de kegel snijdt. Figuur I1.12 geeft een beeld van
deze doorsnijding in het snijvlak «. Het tweede snijpunt van de middellijn met
de kegel (dat wil zeggen met de transversale driehoek) —zeg P’- blijkt nu een
belangrijke rol te gaan spelen naast het lijnstuk PL waarvan de lengte p ook
voor dit geval behendig gekozen is. In figuur I1.12 is @ een willekeurig punt
op de kromme en QV geordend aangebracht op de middellijn PP’, hetgeen ook
hier betekent dat Q@' in V door PP' wordt gehalveerd. Het zoéven genoemde
lijnstuk PL staat loodrecht op PP’ en P'L snijdt de zijde RV van rechthoek
PVRL in S. Apollonius bewijst dan dat voor het willekeurige punt @ op de
kromme geldt:

QV? = opp. PLRV - opp. KLRS.

Dit is duidelijk een geval van elliptische aanpassing zoals bedoeld in appendix
IIA, immers hier is aan het lijnstuk PL een rechthoek PK SV aangepast met
als oppervlakte die van het vierkant met zijde QV, terwijl de ‘ontbrekende’
rechthoek K LRS gelijkvormig is met de vaste rechthoek PLFP'. ‘Vast’ bete-
kent ook hier weer: onafhankelijk van de keuze van @ op de kromme en alleen
afhankelijk van de kegel, keuze van a en de axiale driehoek (en dus van de ge-
kozen middellijn). Indien we stellen PP' = a, PV = z en QV = y, dan lezen
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we uit de figuur af:
opp. KLRS = (2 /a®).opp. PLFP' = (2%/a®).ap = pz?/a

en dus geldt
y? = pz — pz?/a.

Voor ons is dit de topvergelijking van ecn ellips.

Op grond van het voorgaande introduceerde Apollonius voor deze kromme

de naam ‘EXAewyis’ (ellips). Ook worden de eerder genoemde termen gebruikt,
namelijk latus rectum, rechte zijde (6pfia), parameter voor p en latus trans-
versum, dwarse zijde (mAayia) voor a.
d. In het resterende geval snijdt het vlak a de beide kegelhelften en bestaat
de snijkromme uit twee takken; de snijpunten daarvan met de axiale drichoek
noemen we weer P en P’ en ook nu is de drager van PP’ middellijn voor de
koorden dic geordend zijn aangebracht op PP’, hetgeen ook lier weer betekent:
evenwijdig aan de raaklijnen in P en P'. Figuur IL13 geeft de snijkromme
in het vlak a weer. Ook nu is @ ecen willekeurig punt op de kromme en QV
geordend aangebracht op de middellijn PP! (zodat QV = Q'V’) terwijl PL cen
lijnstuk is waarvan de lengte p vernuftig is gekozen en weer alleen afhangt van
de kegel,de stand van het snijvlak a en van de betrokken middellijn PP'. PL
staat loodrecht op PP’ en P'L snijdt nu het verlengde van de zijde V'R van de
rechthoek LRV in het punt S. Apollonius bewijst nu dat voor het willekeurige
punt @ op de kromme geldt:

QV? = opp. PLRV + opp. LKSR.
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Dit is duidelijk een geval van hyperbolische aanpassing zoals bedoeld in appendix
ITIA, immers hier is aan het lijnstuk PL een rechthoek PK SV aangepast met als
oppervlakte die van het vierkant met zijde @V, terwijl de uitstekende rechthoek
LK SR gelijkvormig is met de vaste rechthoek P'FLP. Indien we -in analogie
met het vorige geval- stellen: PP' = a, PV = z en QV = y, dan lezen we uit
de figuur af:

opp. LKSR = (z2/a?).opp. P'FLP = (z? /a*).ap = pz*/a

en dus
y? = pz + pr’/a,

wat wij interpreteren als de topvergelijking van een hyperbool.

Hier introduceerde Apollonius de naam ‘OmepBoAn’ (hyperbool). Hij noemde
elke tak ‘hyperbool’; wanneer hij over beide takken sprak, hanteerde hij de naam:
‘tegenovergestelde hyperbolen’. In navolging hiervan spreekt Jan de Witt over
‘hyperbolae oppositae’. De termen latus rectum, rechte zijde of parameter,
alsook latus transversum of dwarse zijde, behoeven hier geen nadere toelichting,.

e. De bovenstaande beschouwingen hadden steeds betrekking op de speciale
middellijn die optrad als een deel van de snijlijn van het snijvlak met de speciaal
gekozen axiale driehoek. Direct daarna introduceert Apollonius ook andere
middellijnen. Wij zullen de situatie in elk van de drie gevallen (parabool, ellips,
hyperbool) afzonderlijk bespreken.

i. De parabool. Hiervoor bewijst Apollonius dat elke lijn P, N; evenwijdig aan
de als eerste geintroduceerde midddellijn PN, eveneens optreedt als middellijn
en wel voor die koorden die evenwijdig zijn aan de raaklijn in het uiteinde (de
top) van deze parallel. Zie figuur II.14 ; van deze koorden zegt men eveneens
dat zij ‘geordend zijn aangebracht’ op de betreffende middellijn. Ock bij deze
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middellijn behoort een parameter p' waarmee de parabool beschreven kan wor-
den op dezelfde wijze als t.o.v. de eerste middellijn. Voor de waarde van deze
parameter p' leidt Apollonius de volgende betrekking af (zie figuur I1.15; de .
afleiding vindt men - behalve bij Apollonius- bijv. in Heath [1]):

P152P1T1=p,22P1T (*)

Hierin is T' het snijpunt van de raaklijn in P, met de middellijn PN; T} het
snijpunt van de raaklijn in P met de middellijn P, N; en S het snijpunt van
P,T met PT,. Wanneer @ een willekeurig punt is op de parabool en Q@' een
koorde die geordend is aangebracht op de ‘nieuwe’ middellijn P; N; met midden
V1, dan kan men bewijzen dat uit (*) volgt:

QVE =p.PV;

en dit is formeel dezelfde relatie als de hierboven afgeleide relatie m.b.t. de ‘oude’
middellijn. Later introduceert Apollonius cen bijzondere middellijn -de as- dat
wil zeggen die middellijn die loodrecht staat op de raaklijn in de bijbehorende
top. Het is dan interessant het verband te zien tussen de paramcter p, behorende
bij die as PN ¢n de parameter p behorende bij cen willekeurige middellijn P, N;.
Dit verband Iuidt als volgt (zie ook figuur 11.16):

p:po=QV?:QD?

Hierin is Q@' geordend aangebracht op de middellijn P, N; en wordt door deze
middellijn gehalveerd in V; QD staat loodrecht op Py N; en dus ook op PN. De
verhouding QD : QV is de sinus van de hoek a die de raaklijn in P; maakt met
de as van de parabool. Deze relatie p = p,/sin’a vindt men in veel leerboeken
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van de Analytische Meetkunde . Zie hiervoor bijvoorbeeld RUTGERS [1], maar
ook HEATH [1].

ii. De ellips. Hiervoor geldt dat elke koorde door het midden M van de oorspron-
kelijke middellijn ook weer optreedt als middellijn en wel voor die koorden die
evenwijdig zijn met de raaklijnen in de uiteinden (toppen) van deze nieuwe mid-
dellijn. Ook nu kan men weer de ellips op dezelide wijze beschrijven t.o.v de
nieuwe middellijn met behulp van een nieuwe parameter p’ die voldoet aan de
volgende betrekking (zie figuur I1.17):

PS:PT =p :2PT.

Hier is T het snijpunt van de raaklijn in P; met de middellijn PP'; T het
snijpunt van de raaklijn in P met de middellijn P, P{ en S het snijpunt van PT)
met PiT. Laat @ een willekeurig punt zijn op op de ellips en QQ' een koorde
die door P, P{ wordt gehalveerd. Wanneer we nu stellen P,V; =z’ ; QV; = ¢/
en PP = a, dan geldt ook nu weer dezelfde formele relatie als afgeleid werd

Ficuur I1.17.
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m.b.t. de oorspronkelijke middellijn:

yl2 — plml _ plzl2/al.
Indien RR' een koorde is door het midden van een willekeurige middellijn PP’
en geordend aangebracht op PP’, dan noemt men de middellijnen PP' en RR'
onderling toegevoegde middellijnen. Stelt men -zoals Jan de Witt doet- PP' =
2a; RR' = 2b en de bij PP’ behorende parameter p, dan bewijst men eenvoudig

p= .
a
ili. De hyperbool. Ook hiervoor bewijst Apollonius dat elke koorde door het
midden van de oorspronkelijke middellijn optreedt als middellijn en wel voor
die koorden die evenwijdig zijn aan de raaklijnen in de uiteinden (toppen) van
deze middellijn. Analoog aan de situatie bij de ellips kan men cen bij deze
middcllijn behorende parameter p' invoeren, eveneens via de betrekking (zic
figuur 11.18):
PIS : P1T1 - p’ : 2P[T

Hierin hebben de punten T,T; en S dezelfde betekenis als sub b. Stelt men
ook nu weer PV} = z';QV; =y’ en P, P! = a'. dan geldt ook hier de formele
relatie:
yl2 — plzl +p':z:'2/a'.

In het geval van de hyperbool zullen niet alle lijnen die geordend zijn aange-
bracht op een middellijn één van beide takken van de hyperbool snijden. Toch
kan bij een willekeurige transversale (dwarse) middellijn cen daaraan toege-
voegde (tweede) middellijn worden gedefinicerd en wel op de volgende wijze
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(zie figuur I1.19): Als PP’ een willekeurige transversale middellijn is met lengte
2a en bijbehorende parameter p, dan definieert men de daaraan toegevoegde
(tweede) middellijn RR' als het lijnstuk dat door het midden M van PP’ gaat,
verloopt in de aan PP’ toegevoegde richting en dat als lengte heeft 2b waarbij
b bepaald is door de relatie:
2b%
p= .
a
iv. Onder de middellijnen nemen bij Apollonius tenslotte ook de zgn. assen een
voorname plaats in. Dit zijn middellijnen met de eigenschap dat zij loodrecht
staan op de raaklijnen in hun uiteinde. Bij de parabool maakten we daarmee al
kennis. Op de vele andere onderwerpen die Apollonius behandelt, zoals asymp-
toten, brandpunten en geconjugeerde hyperbolen kunnen wij hier niet nader
ingaan. Hiervoor zij verwezen naar HEIBERG [2] en HEATH [1], [3].

C.

In het werk van Jan de Witt vinden we duidelijke tekenen dat hij de Konika
grondig kende en veel van zijn bewijzen inrichtte op de wijze waarop Apollonius
dat deed. Met nadruk worden hier genoemd de passages op bladzijde [162] en
[164] waar hij de door hem ingevoerde kromme identificeert met de bij de ‘Ou-
den’ bekende parabool en wel via de in appendix ITA besproken ‘aanpassing’ van
oppervlakken. Ditzelide geldt ook voor de door hem geconstrueerde krommen
die hij op analoge wijze respectievelijk identificeert met de ‘oude’ hyperbool op
bladzijde [182] en [198] en met de ‘oude’ ellips op bladzijde [208] en [213]. Ook
in deze gevallen geschiedt deze identificatie met behulp van de genoemde aan-
passingsproblemen en de karakterisering van de kegelsneden zoals Apollonius
die gaf.

Figuur 11.19.
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